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Az aramlastani problémak
diszkretizalasaval kapott algebrai
egyenletrendszer megoldasa
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A Poisson-egyenletet minden
id6lépésnél meg kell oldani...

Ezt a feladatot nem tudjuk elker(ilni inkompresszibilis &ramlasok esetén.

¥-o médszer esetében: Ay =—0 —— y

Nyomasalapt megoldok esetében: AP=V-f — P

Egyszer 2D példa
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Diszkretizaljuk véges differencidak modszerével:
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4 x 4 intervallum
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Pl AX=4y=h esetén: @5 +hy —4dp +d +dy :hZQP

Matrixos alakban
g5+ —4dp +de +y =?Qp
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Az egyenletrendszer matrixos alakban:
Ajoi=Q

Pl. 101 x 101 es hald esetén az ismeretlenek szama N=104, A elemeinek szama
pedig 108.

Gauss-eliminacio
Altalanos matrix esetében épp olyan j6, mint barmilyen mas maédszer, viszont

a matrix kedvezé tulajdonsagait nem hasznalja ki.
1. 1épés Eliminacio:

All A, Ag)| Azelss sor AylAy-szeresét Minden tovabbi
! ’ kivonjuk a masodik sorbdl, igy ott oszlopra az
A21 A2‘2 A2,3 az els6 elem 0 lesz. N-1 —e_dlk
Ugyanez minden tovabbi sorra. oszlopig.
A1 Agr Pgs
2. lépés Visszahelyettesités: ¢n _ Qn
Uy U U Unn
N
0 Uz, Uz
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0 0 Us; g = ket
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A miveletigény N3/3, de ebbdl a visszahelyettesités csak N2/2.
Hiaba ritka A matrix, az U matrix mar nem ritka. Memériaigény 101 x 101 es

halén kb. 400 Mb. Tovabba: Nem is szilkséges nagyon pontos megoldas,
mert a diszkretizacios hiba jelentés.

Iterativ modszerek
A megoldast lépésenként finomitjuk. ¢ kozelitése az n-edik Iépésben ¢n.
Elhagyva a vektorindexeket: A¢” =Q _p" p" i reziduum
Ahiba: e"=p—¢" ! )
Tehat ha megoldjuk A matrixot a
hibara, n=1 Iépésben megkapjuk

n n n n
Ae" = A(¢—¢ ): Q- (Q -p ): P a pontos megoldast. Viszont
kozelithetjiik is A-t!

Iterativ modszerek: M ¢n+1 =N¢"+Q

Bekonvergalt megoldésra: ¢n+1 =¢"=¢ ,ezett A=M-N
Mindkét oldalbdl vonjunk le M¢" —et:

ML= g")=Ng" +Q—M §" =Q—Ag" = p"
[ —

5 sh
korrekcié: & Mo" = p" Korrekcios egyenlet.

Minél jobban kozeliti M az A matrixot, annal gyorsabban konvergal.
M lehet pl. diagonal, tridiagonal, vagy A maétrix. 8-nak sem kell pontosnak lenni...
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Jacobi-iteracio
¢Sn +¢/r\]/ _4¢S+1+¢E +¢,'\1‘ = thp M diagonal matrix lesz.
A= R 1)

Példaprogram:

- A program...
- Az eredmény jellege...
$=0 - Sziikséges iteraciészam...

2° intervallum
Osszesen:
(2r-1)2 ismeretlen

e

Gauss-Seidel iteracio

N ¢Q + @T/ﬂ —4¢S+1 + ¢|r:_] + ¢,’3‘+1 = hZQP M A métrix lesz.
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ezeket mar ismerjik a szamitasi sorrend miatt
S (lexikografikus séma)

1
B = A0
- Fele annyi iteraciot igényel

- Nem kell Gj témb a valtozoknak
- A hiba aszimmetrikus.

Vonalrelaxacio

N 9+ g™ e =h"Qp
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ezt mar ismerjiik

S
ezeket egyszerre hatarozzuk meg
Thomas algoritmus segitségével.
Ugyancsak tridiagonal megoldéra épiil az ADI (mas néven
operator splitting) modszer, ami ennél sokkal hatékonyabb
megoldast tesz lehetévé.
Probléma:

Az eddigi mddszerek csak simitanak, ezért a peremek hatasa nagyon lassan
terjed be a finom halokon. — Durvabb racsokat is hasznalni kell.
Akorrekcios egyenletet kell durvabb racsra levinni, mert ezt pontatlanul
(nagyobb relativ hibaval) is megoldhatjuk.

Multigrid modszer

Vegyiink példaul egy egyszerii egydimenziés feladatot:
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E(Sirh ~2¢ +€i"+1)= o
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Elhagyjuk az iteracios indexet: E Ei1 725i +&,1)= P

)
=2 01| i | i+ i+2
I-1 | 1+1
AX

1(1 1 1 1
Tixz Egi_z -84 +Egi +&i4 —2¢ +5i+1+55i —&i +Egi+2 =
ezek kiesnek 1 1

=§Pi4+Pi +5Pi+1
1 1
e (fifz —2¢ +5i+2)zz(/7i4 +2p;+ Pra1)
1 o restrikciés séma (2D és 3D
72(«9,,1 —28, +S|+1): P esetekben kozelitd jellegd,
AX ezért e-t jelolhetnénk §-val is.)

Altalanositas 2D esetre:
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Restrikcio: Prolongalas: O O\O
o o e -0~ e

1. p; restrikcidja — p,

2. g szamitasa Y4 annyi ismeretlen meghatarozasa (és 4 annyi iteracio).
Az id6igény szinte elhanyagolhato.

3. g prolongdlasa a finom racsra (g;), majd egy simitas a finom racson.

Miért ne mennénk le még durvabb racsokra?

1. Reziduumok kiszamitasa a legfinomabb racson
2. Reziduumok restrikciéja minden durvabb racsra
3. Egyenletrendszer megoldasa a legdurvabb racson
4. Minden finomabb récsra:

- Korrekcio prolongalasa

- Utdsimitas
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Mdiveletigény / N:
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A megoldas miveletigénye

Sziikséges iteraciok szama 2D-ben:

Nsor
7
15
31
63
127

Nsor
7
15
31
63
127

N
49
225
961
3969
16129

49
225
961
3969
16129

Jacobi
40
160
640
2560
10240

Jacobi
200
800

3200
12800
51200

G-S Vonalrelax Multigrid
20 10 "
80 40 15
320 160 37
1280 640 43
5120 2560 44
G-s Vonalrelax Multigrid
100 50 220
400 200 300 ©
1600 800 740 -g
6400 3200 860 | £
25600 12800 a0 " 2
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