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A Navier-Stokes egyenlet diszkretizalasa
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Diszkretizalhatnank ezeket véges differencia sémakkal egy egyenkozi
kocka racson, azonban ...

a gazdasagos gorbe vonall, nem s@ru!(tt]rélatlan,
szamitas érdekében egyenkoz, halon vagy  hibrid halskon.

a halo igazodjon a 0\
megoldashoz...

Az altalanos megmaradasi tétel

Mez6valtozok értékei U: valamilyen megmaradé mennyiség térfogati

slirlisége
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A megmaradé mennyiség egységnyi
tdmegre vonatkoztava:

O=U/p

Konvektiv és konduktiv fluxusok:
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Afluxusok a szamitas soran tényleges szamértéket kapnak.

Konzervativ tulajdonsag: a numerikus kozelités hibai a megmaradasi tételeket
nem rontjak el. (Pl. a teljes tartomanyra pontosan teljesiil a tdmeg és az energia
megmaradasa.)
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Feluleti és térfogati integralok kozelitése

Fellleti integralok \
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Alternativ fellleti integralasi médszerek:
1 - maésodrendi
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Az interpolaciét legalabb olyan pontosnak kell

végezni, mint az integralast.

Térbeli derivaltak kozelités véges térfogatok
modszerével

Az altalanos transzportegyenlet differencial alakja:

oo
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+V-(ppV)=V-S,+V-(I'V$)+S,

A hely szerinti differencialast mindig div(...), grad(...), vagy div(grad(...)) alakban
kell elvégezni, csak ezekre kell tehat kdzelité sémakat talaini.

Véges térfogatok modszere esetében a fenti operatorokat felileti és térfogati
integralokra valamint a halén végzett interpolaciokra vezetjik vissza.

Cella kdzéppontokban
taroljuk a mezévaltozokat.

Adottak a felliletvektorok . .
® Felllet k6zéppontokra

dA; koordinatai. t
barmit interpolalhatunk
a kdzéppontokbol

A divergencia kozelit6 alakja

Véges térfogatos modszere esetében a divergencia operatort felileti integralasra
visszavezetve kozelitjiik, ezért a Gauss-tételbdl kell kiindulni:
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Diszkrét kozelités elvégzéséhez u vekort a cella feliiletére
Interpolalnunk kell. Jeldljik ezt ,|” indexszel!

Afellletre interpolalt u vektor Descartes koordinatait u; -vel jeldlve az alabbi médon
definidlhatjuk a divergencia operator diszkrét alakjat egy P kbzéppontd,

k oldald cellara: N
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Ez az operator tehat egy tarolt értékekbdl allé algebrai kifejezést jeldl.




A gradiens kozelit6 alakja

Egy skalaris mennyiség gradiensét a Gauss-tételbdl levezetett alabbi
integral atalakito tételbél hatarozhatjuk meg:

jv¢dV=j§¢-dZ1

A gradiens operator i komponensét tehat az alabbi alakban szamolhatjuk:
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A, a felliletvektor i komponensét jeldli Descartes koordinata-rendszerben.
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A Laplace-operator kozelité alakja

Egy skalaris mennyiségre vonatkozd Laplace operator felirhaté a
gradiens divergencidjaként:

A9=V V¢

Ugyanez elvégezhet6 a diszkrét operatorokkal:
Rp=9-(¥] ¢)
i

Gyakorlatilag a nyomas kivételével (pl. hémérséklet vagy transzportalt passziv
skalarok esetében) a gradiens fellletre merdleges komponensét egyszeriibben
is kozelithetjiik a két szomszédos celldban tarolt ¢ értékek alapjan.

llyen esetben a Laplace operator kozelit6 alakja a P pontban és a szomszédos
cellakban tarolt @ értékek linearis kombinacidja lesz:

Ap=a, ¢y +za¢‘ 4

Az ,a" skalar egyltthatok csak a halé méreteitdl fliggenek.

1D példa

Stacionarius aramlas egyenes csében, allandé p stirliség mellett:
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Egy cellara felirva:

T




Diszkretizalas
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Felirjuk a fluxusok | | |
fellleti integraljait:

A oT A oT

T T
\{pu B-i\pu \{c 6x] \{c 6x]
)

c, Ax
CeTe _CwTw =De(TE _TP)_DW(TP _TW)

Ujjelsigsek: C,=C,,=pu  D,=D, =

Ugyanez még egyszeriibben: F, —F, =0

ahol: F,=C,T,-D,(Tp —Tp) ateljes fluxus.
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CDS séma

[€.1.-D.(T, - T,)]-[C,T, - D,(T, - T;)]=0
A face-hémérsékleteket linearisan interpolaljuk:
C, C,
[Te(TP +T5 )= Do(Tg _TP):|_|: 2” (T +Tp)—D\(Tp _TW):|=
Felirjuk a P cellara vonatkozd linearis egyenletet:
ApTp = Ay Ty + ApTy

Ay ‘ Ay ‘ Ap

l)vu_"C1A2/2 ’ Dg—Ce/Z ‘ AW+AE
=0
D,+D,+C,/2~C, /2= Ag + 4, +6 C\komlnultas

Sulyozott atlagnak is tekinthet. Ha az egyitthatdk pozitivak, akkor az atlagolas
nem vezethet be extrémumot P pontban.

Az algebrai egyenletrendszer
megoldasa
T% Pl. 4 cella esetén az alabbi: TD()

TA(-)FB() ‘
- Al,l’ Au;' 0 0 T{ P - Al,wThe
Az,w - Az,p A2,l:' 0 . TZ,I’ _ 0
0 Az,w - A},l’ A},l’ T},P 0
0 0 A4,W - A4,P T4,P A4‘ETki

Megoldas: Gauss-eliminacioval.
n ismeretlenes, tridiagonal matrixii egyenletrendszer esetében csak 2 n
miivelet (egy ciklus el6re és egy vissza): Thomas-algoritmus.

Sajnos 2D és 3D aramlasok esetében nem tridiagonal matrixu.




Az analitikus megoldas
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Példaprogram

N

1. Hasonlé megoldast kapunk Pec pul
tébb, kilénb6z6 paraméter Ale,
valtozatra. s

2. Hiba N2-el aranyosan csokken. Re= u
Masodrendi pontossag.

3. Néha oszcillal. pu A
Mikor kezd oszcillaini? Peac="%70>2

UDS séma

uw>=0eseten: T, =Ty, T,=Tp

u<Oeseten: T, =Tp, T,=Tg

Ay Ty + ATy = ApTp

Ay Ap Ap

Max(C,,,0)+ D,, |Max(~C,,0)+D,| Ay + Ay

Tovabbi numerikus kisérletek...

A pontossag elsérend(ire csdkken.




s . s _ sy
Mesterseéges ,diffuzid” (1)
A numerikus hibanak egy fontos fajtaja. A pontatlan interpolaciobol adodott:
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ezt elhagyjuk
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F,= CTP+Cd%fTT—D(TE TP)\
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Olyan mintha megnéveltiik volna a hévezetést! ~ dT TE Tp /
Irjuk be T derivaltianak diszkrét kdzelitését: dx Ax /

F = CT# (T T) DT, -T,)
\/
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D, = 4 — Amest _pu Ay = pu C‘,AX
chx CVAX 2 2
Transzportivitas

Fizikai szempontbdl:
novekvd Pe esetén egyre T¢ hatdsa egyre kevésbé érvényesil Tp-re.

Tudja ezt a numerikus séma?

Ay =D,-C,/2
A pul
C,=pu D,=—"— Pe=
TP BT ile,
dp=De[n Ce|_DLefy_pudr) Deiy p,
2" p,) 27 ase, ) 2

Cella Peclet-szam: a konvektiv és konduktiv héfluxusok hanyadosa.
Pe,,>2 esetén Az nagysaga Ujra néni kezd.
A stabilitasi probléma is ilyen esetekben lép fel.

H DS Séma Spalding (1972)

Az a fontos, hogy az ,A” egyitthatok ne legyenek negativak.
Pe,, értéke alapjan szamoljuk a feliileti fluxust:

Pe,y <=2 F,=C[T

1 2 1 2
_ F,=C,|-|1+ Tp+—| 1- T,
2<Pey <2 e 3{2[ Pem] P 2[ Ped,] E:|

2< Pey, F,=C,[T, Legalabb kis Pe,, esetén
mésodrendd.

Ay Ty + AgTy = ApTp

Ay ‘ A

Max[Cw,[Dw + %},oj ‘Max(— ce,[ , — %}oj‘ Ay + Ag




SOU séma
masodrendl szélfeléli sulyozas
Cellan belil linearis

interpolacié a gradiens
segitségével:
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Pl.acellafali . _ dT| Ax

homérseklet: ‘e = 1Pt -

Xlp

A gradiens meghatarozasa két Iépésben:

T’ Ty + 1T,
1. lépés ar) _T,-T, Te,:7TP+TE, T, =W _"F

dx|p Ax 2 2
o dT értékét ugy korlatozzuk, hogy ne vezethessen be
2.1épés x| extrémumokat. Gradiens limiterek: C Hirsch.
P

Oldaliranyu mesterséges diffuzié
2D aramlas esetén

First Order Upwinding (UDS) alkalmazasaval:




