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A mozgasmennyiség megvaltozasa (ism.)

Newton II. torvénye: Egy pontszerii test a gyorsuldsa azonos irdnyu a testre hatd F er6vel, nagysiga egyene-
sen ardnyos az erd nagysagaval, és forditottan ardnyos a test m tomegével:

d(mv)
d
Allandé tomeg esetén:
d(mv) dv a
=m— =ma=
dt dt

Misképpen megfogalmazva, a mozgdsmennyiség megvaltozdsa, ardnyos a haté erdk eredjével. Az dram-
lastanban ezt a torvényt folyadékokra, illetve gazokra alkalmazzuk. Vegyiink egy egyszerti pédat: Szikiild

keresztmetszet(i cs6hoz kapcsolddo csap nyitdsa. A sebesség teljes megvaltozasa felbonthaté lokalis és kon-
vektiv (odébbaramlasi) gyorsuldsra:
dv OJv

— = — + Dv,
dr ot Y
ahol D a derivalt-tenzor. . .
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A derivalt-tenzort v-vel szorozva:
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A derivélt-tenzor felbontdsdval megmutathatd, hogy a konvektiv gyorsulds

W2
Dv = gradi — v X rotv.



Az Euler egyenlet (ism.)

Newton II. torvényét alkalmazva, a mozgdsmennyiség megvaltozasat a hat6 er6k eredgje adja. Ezek az er6k
a surlédds elhanyagoldsa mellett rendre a nyomdsbol szarmazo erdk és a kiilsd erdk (tehetetlenségi er6k)

hatésa:

dv 0 d 2 1
d_rl;:(9—1;+Dv:6—1;+grad%—vxrotv=g—;gradp,

amely az Euler egyenlet dltaldnos alakja.

A Bernoulli egyenlet (ism.)

Integraljuk egy gérbe mentén az Euler egyenletet az a és b pontok kozott:

b d b 5 b 5 b b b .
fd—’l;ds=fa—z;ds+fgrad%ds—f’uxrotvds=fgds—f;gradpds.
a a a a a a

A v X rotwv tagot tartalmazé integrdl szdmos esetben elhagyhatd!
e Ha az dramlés potencidlos, mivel akkor rotv = 0.
e Ha dramvonal mentén integralunk, mivel akkor v || ds.

e Ha 6rvényvonal mentén integralunk, mivel akkor rotw || ds.

Ha Beltrami dramlast vizsgalunk, mivel akkor rotv || v.

Vizsgaljuk a tehetetlenségi er6tér hatdsat tisztan potencidlos nehézségi er6tér (a gravitacios erd és a centrifu-
gdlis erd ereddje) esetén:
g = —gradU,

ahol U a nehézségi er6teret jellemzd potencidl, az Gn. geopotencidl, amelyet a kovetkez8képp fejthetiink ki
az allando térer6sség nagysagaval g-vel és a z fiiggbleges térkoordinatdval:

U =gz

A gradiens és az dramvonalon valé integralds tulajdonsdgainak kihasznaldsdval, 6sszenyomhatatlan k6zegek-
re és dllando térerGsségre:

b

v vi-v2 1 1

fa—ds + 2 ==Up = Uy = =(pp — Pa) = —8@p — 2a) = —(Pb — Pa)-
t 2 P P

a

Stacionarius aramlasokra: .

Vy = Vg 1
= _g(Zb - Zu) - ;(Pb - pu)

2

A fenti egyenletet szorozva p-val, és az a pontbeli értékeket bal, a b pontbeli értékeket pedig a jobb oldalra
rendezve a Bernoulli egyenlet gyakorlati feladatokban leggyakrabban alkalmazott alakjat kapjuk:

Ie
V2 + 0824 = Py + SVE + P82b-
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Az egyenletet dltalanosan a kovetkez6 0sszeg, az tin. Bernoulli 6sszeg dllandésagaval fejezhetjiik ki:

p+ gvz +pU=p+ gvz + pgz = éallandé



Aramlastani mérések, nyomas és sebesség

Vegyiik észre, hogy a Bernoulli 6sszeg csupa nyomdas dimenzi6ju mennyiséget tartalmaz. A térer6sség haté-
sanak elhanyagoldsdval maradé Osszeget a kovetkezdképp irhatjuk, ha p,-vel az 6ssznyomast (torlényomadst),
ps-¢l a statikus, p,-vel a levegd mozgdsabol adédé dinamikus nyomast jeloljiik:

Pt =Ps+Pa=ps+t %)VZ = allandé

Az dramlési sebesség mérésére gyakran alkalmazzuk ezt az 6sszefiiggést, mivel ezt atrendezve, vagyis az
0ssznyomdsbol a statikus nyomadst kivonva a dinamikus nyomast kapjuk, amibdl kifejezhetd a sebesség:

_ _ P _|2(pr = ps)
Pd =Pt —Ps=3zV V= _—
2 P

Ezen az elven alapul a Pitot és Prandtl csoves sebességmérés, amelyet az alabbi dbran lathatunk. A Pitot cs6
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1. dbra. Sebesség mérésének sematikus szemléltetése statikus nyomdskivezetés és Pitot csé segitségével (bal
oldalon), illetve Prandtl cs6 (jobb oldalon) hasznélatdval.

az egyik legegyszeriibb eszkoz, amellyel megmérhetjiik a kozeg sebességét, hatranya, hogy kiilon statikus
nyomdsmérésre van sziikségiink. A szonda orrpontjaban (torlépontjdban) a sebesség zérus, igy ott a levegd
O0ssznyomasa mérhetd. A Prandtl csé egy szonddban 6tvozi a statikus és torlonyomas felvevd nyildsokat, igy
a rajta mérhetd nyomadskiilonbség a dinamikus nyomast adja.

A sebesség mérését Venturi csé sebességével is elvégezhetd, ahogy azt az alabbi dbra mutatja. Az dbran
egy csokkend, majd novekvd keresztmetszetli csé lathat. A sebesség kiszamitdsdhoz ismerniink kell az A,
és A, keresztmetszet nagysagat, és mérniink kell ezekben a keresztmetszetben a statikus nyomdasokat p;-et és
p2-Ot.

P1 P2
—
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2. abra. Sebesség mérése Venturi csével.

Alkalmazva a kontinuitasi egyenletet a sebességek egymassal kifejezhet6k:

Ay
VIA1 = Ay > vy = Vi
2
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Felhaszndlva a Bernoulli egyenlet egyszertisitett alakjat, és behelyettesitve a v, sebességet kiszamolhaté a v,
sebesség:

(ST e
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PL+ oV =Pt v = pr—pi =

2 2 Pl 2 2
2 2 (Vl_v2)_)p2_p1:5(vl_v1/?

A Venturi csoves mérési modszert sziikitbelemes mddszernek nevezziik, hiszen az aramlasi keresztmetszet
csokkentésén alapul. Hasonlé mddszer a beszivo és atfolyé méréperemes mérési modszer is.

A Navier-Stokes egyenlet

7 2

Tekintsiik djra az elemi kontrolltérfogatot szemléltetd dbrat és vizsgdljuk meg a mozgdsmennyiség megval-
tozdsat a nyomadsbdl szarmazo, a surlédasbdl szdrmazo és a tehetetlenségi erStér hatdsabol szdrmazd erSk
fliggvényében!
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3. dbra. Kontrolltérfogat a Navier-Stokes egyenlet levezetéséhez.

Felhaszndlva, hogy F', = pA és figyelembe véve, hogy a nyomds a térfogat feliiletein kintrdl befelé haté
erdt hoz 1étre, a nyomdsbdl szdrmazo er6k irdnykomponensenként a kovetkez6képp irhaté:
0 0
Fo(x) = Fy(xo) + Fy(x1) = pdydz — [ p + Ldx|dydz = - 2Lav
Ox Ox
hasonléan x és y irdnyban:
dp
dy
Vektoridlis alakban a dV térfogatra vonatkoztatva:

0
F, =-2Lav, Fp(z>=—a—’z’dv.

F, = —gradp = -Vp.

Newton viszkozitasi torvénye egyszerli 1-dimenzids esetben fejezte ki a cstsztatéfesziiltséget T = N(ZV;
alakban, ahol x az 4ramlast hatdrol6 szildrd fallal parhuzamos, y pedig az arra merSleges irdny. Stokes

terjesztette ki Newton viszkozitdsi torvényét 3-dimenzidra, bevezetve a T szimmetrikus fesziiltségtenzort:

Txx Tay Txz
T = Tyx T)vy Tyz .

Tox Ty Tz



A fesziiltségtenzor tagjait kifrva:
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Ty, =Ty = H a_Z+E

A stirl6dédsbol szarmazo erék Fy = TA meghatdrozasat a nyomashoz hasonléan tehetjilk meg a dV térfo-
gatra irianykomponensenként:

0 0
Fy(x) = Fy(xo) + Fy(x) = —urdydz + p (T + a—de) dydz = p-dv
X X

hasonléan x és y irdnyban:
or

dv.
0z

or
F)=pzsdV, Fo@)=p
y

Vektoridlis alakban a dV térfogatra vonatkoztatva:
2 2
F; =uvrdvV = pu|V ’U—gV(V"U) dv.

A tehetetlenségi er6k ered6jét az Euler egyenlethez hasonléan az eredd g gyorsuléssal kifejezve a kontroll
térfogaton:
F, = mg = pgdV.

Newton II. torvényének értelmében a mozgdsmennyiség megvaltozdsa a haté erék ereddjeként adhatd
meg:

dv ov
—dV =p|— +pD =pg-V
pdth 'D(()t +p v)dV Pg p+u

A fenti egyenletet p-val elosztva, és egységnyi dV térfogatra vonatkoztatva a Navier-Stokes egyenlet dltaldnos
alakjat kapjuk (figyelembe véve, hogy v = u/p):

2
Vi - 5V(v ~ v)} dv.

dv OJv 1
—=—+Dv=g--Vp+
de ot v=9 P pry

v%-%vwm)}.

Inkompresszibilis esetben, az egyenlet egyszertisithetd:

dv Ov 1
— =—+Dv=g--Vp+vWo.
ar 6t+ v=g P p+vV-v

Strléddsmentes esetben pedig az Euler egyenletet kapjuk:

dv v 1
—=—+Dv=g--Vp.
dt ot v=9 e P



