Ubung Stromungslehre
03.04.2020

Konsultation méglich iiber Skype: Dr. Marton Balczo (Benutzername: pilgrim888)

oder Fragen konnen auch iiber Moodle (https://mikrobi.ara.bme.hu/moodle/) gestellt

werden.

10.15-11.45

Instationdre Bernoulli-Gleichung

FECSKENDO

Egy vizzel toltott fecskendd dugattytija v sebességgel és a gyorsuldssal mozog az

abran jeldlt iranyba.

Kérdés: Hatarozza meg a mozgatashoz sziikséges erdt!

Adatok: v=04m/s;a=1m/s% D:=50mm; L: =200 mm; D2=10 mm; L2 =80 mm;
0 =1000 kg/m?
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https://mikrobi.ara.bme.hu/moodle/

MEGOLDAS
[rjuk fel az instacioner Bernoulli-egyenletet az aldbbi abréan jelslt 1-2 pontok kozé:
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- agyorsuldsirdanya 1 - 2, tehat a 2 oldalhoz kell hozzdadni az id6fiiggd tagot
- p2 = po < szabadkifolyas
- Ui-Uy=9-(z1-2)=0
- ahol az aramlasi keresztmetszet azonos ott a folytonossagi tétel alapjan a

gyorsulds végig allando, azaz az integral egy szorzassa egyszerlisodik. Hirtelen
keresztmetszetvaltozas esetén a gyorsuldsnak szakaddsa van, ott az integralast

ketté kell bontani.
2
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A kontinuitast felhasznalva a sebességre és a gyorsuldsra:
di\’ dr\’
UV =1 <d_z) a; = aq (d_z)
A dugattyu két oldalan fellép6 nyomaskiilonbség kiadddik:
po=p- o (Lr Lo (2) )+ 2 (&) -1
P1 =Do=p" |01 1 2'\d, > d,
=1000-|1-{0,2 40,08 (50)2 + 04 (50>4 1)[=52120P
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Amelybdl a kifejtendd eré nagysaga szamolhato:

0,05%m

52120 =102.3 N

F=A,-(p1—po) =



Impulssatz

Einfiihrung

Impulzus-tétel (Newton II. torvénye integral alakban):

0
afp-y-dV+fy-p-y-d_A=fp-g-dV—Jp-d_A—I_HS

Q'd_A=dQV;p'qu=de_)f1_7'p'7_7'd_A=Jy'de

Megoldas menete:

I)
1))

11))

V)
V)

VI)
VII)

Bernoulli-egyenlet, kontinuitasi egyenlet

legyen staciondrius az eset vagy tegyiik azzd a vonatkoztatdsi rendszer jo
¢ o 9

megvalasztasaval: —— = 0

Ellendrzofeliilet: a szildard test legyen benne, (legyen merdleges az

ataramlasra)

Hanyagoljuk el a sturlodast: S =0

Ha v; merdleges A;-re, akkor fAi v-p-v-dA =1, =v? p;- A; > merSleges

a feliiletre és kifelé mutat a feliiletbdl.

Altalanosan: fAi vop-v-dA =1L =V qmy

gy lathatd, hogy ez az idSegység alatt ataramlé impulzusmennyiség.
(Vegyiik figyelembe, hogy a tomegaram akkor pozitiv, ha kidramlas van.
tehat ha bedramlik a folyadék, akkor ellentétes lesz a sebesség iranyaval, ha
kidramlik, akkor pedig megegyezik azzal.)

Hanyagoljuk el g-t, ha lehet.

—f 2P dA =P; = —p; - A;, mindig merdleges a feliiletre és befelé mutat. Ha

a nyomas mindenhol azonos az ellen6rzg feliileten, akkor ;P = 0.

Ezen feltételek teljesiilése esetén az impulzustétel az alabbi alakban irhato fel:



LABDAN ELHAJLO VIiZSUGAR

Az abran lathato balrdl érkez6 viz szabadsugar a Coanda-effektus révén hozzatapad
a labda feliiletéhez és azon 2a szoggel eltériil. Az daramvonalak gorbiiltsége miatt a
vizsugar és a labda érintkezésénél a nyomas a kornyezeti nyomashoz képest
lecsokken, melynek kovetkeztében a labdara felfelé hatd erd ébred. Megfelel$
paraméterek esetén ez az erd a labda sulyat képes kompenzdlni. A feladat
egyszerUsitése érdekében a surldodastél és a vizsugarra hatd gravitaciotol
eltekintiink, az aramlast sikaramlasnak (2D) feltételezziik.

Kérdés: Mekkora sulyu labdat tud megtartani a vizsugar?

Adatok: vi=10m/s; 0=1000kg/m?* A=10cm? a=15°




MEGOLDAS
Kezdeti megfontolasok: a kovetkez8kben bemutatott alapelveket célszerti minden

impulzus-tétellel megoldani kivant feladatra alkalmazni.
Az impulzustétel altaldnos alakja a kovetkezoképpen irhato fel:

0
atfp dV+fvpv f idV—’idA R+S

, ahol I az ered6 mozgasmennyiség lokalis megvaltozasa (instaciondrius tag), I az

impulzus-aram, III a térerdsségbdl szdrmazo erd, IV a nyomasbol szarmazo erd, V az
aramlasban 1évé szilard testre hatd erd, VI pedig a surlédasbol szarmazd erd. A
kovetkezd megfontolasokkal élve az impulzus-tétel jelentésen egyszeriibb alakra
hozhato:

1. Staciondrius az aramlas vagy azza tudjuk tenni pl. egytitt mozgd koordinata-
rendszerbdl vizsgalva a feladatot? Ha igen, I. tag = 0. Az tigyesen
megvalasztott koordinata-rendszert tiintessiik fel az abran.

2. Rajzoljuk be az dbraba az ellendrzd feliiletet: (1) ha testre hatd erét kerestink,
legyen benne a test (V. tag), (2) ahol az ellendrzé feliileten keresztiil ataramlas
van, ott a feliilet legyen merdleges az ataramlasra.

3. Rajzoljuk be az dbrdba az impulzusdram-vektorokat (II. tag), melyek
- nagysaga: [ = q,v = pv?A
- irdnya: parhuzamos v-vel
- irdnyitottsaga: a zart ellendrzd feliiletbdl mindig kifelé mutat

4. Rajzoljuk be az dbrdba az nyomasbdl szarmazd erévektorokat (IV. tag), melyek
-nagysaga: P = pA
- irdnya: merdleges a feliiletre
- irdnyitottsaga: a zart ellendrzd feliiletbe mindig befelé mutat

5. Vizsgdljuk meg, hogy eltekinthetiink-e a strlodas hatasatol (V1. tag)

6. Irjuk fel az impulzus-tételbdl szarmazé komponens-egyenleteket x, i és z
irdnyba.

7. Ne feledjiik, hogy a kontinuitas és a Bernoulli-egyenlet tovabbra is jo
szolgalatot tehetnek a feladat megoldasa soran.

Az impulzustétel egyszertsitett formaja surldddsmentes, stacioner esetre a térerd
elhanyagolasaval a kovetkezd alakot olti:

Si-3e-



Az aladbbi dbran pirossal jeloltiik az ellendrzé feliiletet, kékkel az impulzus-aram
vektorokat és zolddel a nyomasvektorokat, valamint feltiintettiik a
feladatmegoldashoz hasznalt koordinata-rendszert.

S B B R S

Bernoulli egyenlet az 1 belépé és a 2 kilépd keresztmetszet kozott:

P p
P1+P‘U1+§'V12:P2+P'U2+§'U22

- U, =U,
- p1 =D, =Dpo < mert szabad 4ramlds, és az dramvonalak parhuzamos
egyenesek az ataramlasi keresztmetszetekben



Ebbdl kovetkezden a sugarban a sebesség allando:
Vi =V, =7V
Kontinuitasi egyenlet, a belépé és kilépé tomegdram azonos, a viz silirlisége

allandonak tekintheto:
dm1 = Amz2 = qm; P = const.—> A,v; = A,v,

A Bernoulli-egyenletbdl lattuk, hogy v; = v,, hiszen a nyomas és a potencial azonos,
ezeért a vizsugar belépd és kilépd keresztmetszete azonos:

Al = AZ =A

Az impulzustétel stacioner, surloddsmentes esetre, a sulyerd elhanyagolhato és
szilard test van az ellendrzd feliileten beliil:

2L =YP—-R

A nyomas az ellendrzd feliileten mindenhol légkori (szabadsugar): P = 0

Az impulzusdram az 1-es keresztmetszetben:

|L1|=Qm,1'v1=Qm’v

Il,x =—QQm " Vix = —q;u V- COSQ
L,=0
L, =—Qm V1y=—qmn- V- Sina

Az impulzusdram az 2-es keresztmetszetben:

|12| =qm2 V2 =qn "V

IZ,x =qm V2x = (qm V- COSQ
Iz'y =0

I, =QmVay = —Qm V- Sina

Komponens egyenletek:

- X-irany:
Lijy+ L =—Ry
R, =qm V- -cosa—Qqy v -cosa =0

- y-irdny: abban az irdnyban nincsenek vektorkomponensek

- z-irany:
Il,z + 12,2 = _Rz
—R,=—Qm V- -Sina —qy-v-sina =—=2-qy-Vv-sina =

=—2-pv?A-sina=-2-1000-10%2-10-10"*-sin15° = — 51N



Mivel a labda egyensulyban van, a ra hat6 erdk ereddje 0, tehat —R, meg fog egyezni
a labda sulyaval:
0

0
-51

G = N

Erdekesség, hogy mivel a labda tetején gorbiilt az daramvonal, itt radialis iranyban
nyomasgradiens alakul ki, azaz a labda vizsugarral érintkez6 felszinén légkori alatti
nyomaseloszlas lesz. Mivel a labda aljan a nyomaseloszlas l1égkori, a nyomaskiilonbség
fent tartja a sugarban a labdat!

MOZGO TERELOLAPRA HATO ERO

A mellékelt abran lathatd ivelt lapat
u=13m/s sebességgel mozog a vizszintes v
sikban. A lapatra viz szabadsugar
aramlik v1=30m/s sebességgel.

A surlodasbodl és a folyadék tomegére

térer6sségbdl szarmazod erd
elhanyagolhato.

Kérdés: a) Hatdrozza meg a kidramlds abszolut sebességét!
b) Hatdrozza meg a lapatra hato erévektort! R =? w,

Adatok: a=60°%vi=13m/s;u=13m/s; A=0,01 m?
0 =1000 kg/m3; po=10°Pa



| MEGOLDAS
a) feladatrész:

A feladat staciondriussa tétele érdekében a problémat a lapattal egyiitt mozgd
koordinata-rendszerbdl vizsgaljuk.

Bernoulli-egyenlet egyiitt mozgo koordindta-rendszerben a belépés (1) és kilépés (2)
egy pontja kozott:

p p
p1+P‘U1+§'W12:P2+P'U2+E'W22

- Pp1 = Py = po « szabadsugar

- Uy = U, « vizszintes
Ebbdl kovetkezben a relativ rendszerben felirt belépd és kilépd sebesség nagysaga
megegyez0, értéke az abszolut sebesség és a szallitosebeség kiilonbsége:

m
W1=W2=v1_u=17_
S

A kilép6 abszolut sebesség a kilépé relativ sebesség és a szallitd sebességdsszege:

Wax [ Uy —w, - cos 60° u —17 - cos 60° 13
Vy =W +u=|Wzy|+ Uy |=|—-w, sin60° +lOl =|—-17-sin60°|+] 0
Wiz _-uz 0 0 0 0

45 1m

=|-14,7|—

0 s

m
|va| = [v3, +v3, =452 + 1472 = 15,4—

b) feladatrész

A kontinuitdsi és a Bernoulli-egyenlet alapjan a korabbi feladatokban bemutatott
modon levezethetd a belépd és kilépo keresztmetszetek azonossaga:

Ami1 = 9Qmz2 = 9m

p = const.,w; =w, =w PO& { y

— A, =A4,=A L 1 ] :

Az impulzustétel stacioner, surlodasmentes P, X
I

esetre, sulyer6 elhanyagolhatd és szilard test —>

van az ellenOrzo feliileten beliil: RN

3L =P R o




A nyomas az ellen6rzd feliileten mindenhol légkori: )P = 0

Az impulzusdram az 1-es keresztmetszetben:

|L1|ZQm,1'W1=Qm'W

Il,x =—qQm Wix = —qm W
Il,y =0
L,=0

Az impulzusdram az 2-es keresztmetszetben:

|lz|=CIm,2'W2=CIm'W

IZ,x =qm2 W2 x = —(qm " W:"COSU
Ly = Qqmz W2y = —Qm - W - Sina
12,2 =0

Komponens egyenletek:
- Xx-irany:
I+ 1 = —Ry
Ry =Qm W+ QW - cosa = pw?A - (1+ cosa) =
=1000-17%2-0,01-(1+0,5) = 4335N
- y-irdny:
Liy+I,,=—-R,

R, =0+¢qp -w:-sina = pw?A -sin60° = 1000 - 172+ 0,01 - sin 60° =
2503N

- z-irdny: abban az irdnyban nem torténik semmi

A lapatra hato erévektor tehat:
4335

R= [2503

L
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Levegd aramlik ki az dbran lathatd, &,, szogben meghajlitott és az x tengely koriil

a,, szoggel elforgatott cs6konyokbdl a po nyomasu szabadba.

XZ sik YZ sik
Kérdés: a) Hatdrozza meg a (pi-po) nyomadskiilonbséget! (A
magassagkiilonbségbdl adodo nyomasvaltozas
elhanyagolhato.)
b) Hatarozza meg a karimakotésre hato R erét! (Rx, Ry, Ry)
Adatok: vi=20 m/s; Qv = 1,2 kg/m3; di = 100 mm; d2 = 50 mm; o = 60°;

Ayz = 60°
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a) feladatrész
[rjuk fel a Bernoulli-egyenletet a bearamlas (1) és a
kiaramlas (2) kozé:

p p
p1+P'U1+§'Uf=P2+P‘U2+§‘V§

- U, = U, < akiilonbség elhanyagolhato

- P, = po < szabadsugar

- v, =V % = 80? « kontinuitas, a stiriség
2

valtozasa elhanyagolhatoan kicsiny

Fentiek alapjan a keresett nyomaskiilonbség:

1,2
P1— Do = g- (vi —vi) = 7(802 —202) = 3600Pa
XZ sik
b) feladatrész

Rajzoljuk be az abraba az ellendrz¢ feliiletet valamint az impulzusaram- és nyomas-
vektorokat!

Az impulzustétel stacioner, sarloddsmentes esetre, sulyerd elhanyagolhat¢ és szilard
test van az ellendrz6 feliileten beliil:

Xl =%P—-R

A nyomas csak az 1-es feliileten nem légkori, ezért csak ott lesz nyomasbdl szarmazo
erd:

IXP| = (p1 —po) - 44

Az impulzusdram az 1-es keresztmetszetben:
Ll = qma-v1 =m0
Iix =—=Qm Vix = —Qm V1

12



L,=0
Il,Z = 0

Az impulzusdram az 2-es keresztmetszetben:
|1 = Amz2 V2 = qm "V

Iy = QmVox = —Qm " Uy - COSUy,

Iy = Qm * Vo,y=qm * V2 * SINAy;, - COSAy,

12,z =qm  V2,=Qm " V2" Sindy, - Sinayz

A tomegdram: q,, = Ay -p vy = 0,188%‘7

Komponens egyenletek:
- Xx-irany:
Iix + I = |XP| =Ry
Ry =qm V14 Gm V2 oSy, + (p1 —Po) - A1 =

2

141
0,188 -20 + 0,188 - 80 - cos 60° + 3600 - = 39,58 N
- y-irdny:
Il,y + 12,_’)/ = _Ry
Ry, =0 —@qp - V3 - Sinay, - cosa,, = —0,188 - 80 - sin 60° - cos 60° =
—6.53 N
- z-irdny:
Il,z + IZ,Z = _Rz
R, =0 — gy - V3 - sinay, - sina,, = —0,188 - 80 - sin 60° - sin 60° =
—-11.31N

R= |R?+R3+RZ=139582+6,532+11,312 =41,7N
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