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AKVARIUM LEURITESE

Egy 1000 literes akvariumban 20 cm magasan all
a viz. A leiiritést egy 1 cm atmérdji, 2,4 m
hossztisagui  szivornyaval (pl. szilikoncsdvel)

végezziik.

Kérdés: a) Hatdrozza meg a folyadékoszlop
gyorsulasat a nyitas pillanataban!
b) Becsiilje meg allandosult allapotban
a letiritéshez sziikséges id6t!
c) Hogyan tudjuk csokkenteni a
letiritéshez sziikséges id6t?
d) Mi a cs6hossz novelésének elvi
hatara?

Adatok: V=100 h=02m;H=2m;b=02m;d=1cm;
0 = 1000 kg/m3; po = 10° Pa; pgs. = 10° Pa
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| MEGOLDAS
a) feladatrész: irjuk fel az instacioner Bernoulli-egyenletet a vizfelszin (1)
és a csO kilépd keresztmetszete kozé (2):

2
p Jv p
p1+p~U1+§~v12=p-f§@+pz+p-Uz+§-vzz .‘
1

- a gyorsulds iranya 1 - 2, tehat a 2 oldalhoz kell hozzaadni az

idofiiggd tagot
- p1 = P2 = Do < (1) szabadfelszin és (2) szabadkifolyas
- vy = v, = 0 « a kezdeti iddpillanatban még 4ll a folyadék ‘-

- U—-Uy=g-(z1—2)=9-(H-Db)

- ahol az dramlasi keresztmetszet azonos ott a folytonossagi tétel
alapjan a gyorsulas végig allando, azaz az integral egy szorzassa
egyszerisodik. Hirtelen keresztmetszetvaltozas esetén a gyorsuldsnak szakadasa van,
ott az integralast ketté kell bontani.

- atartdlyban az dramlasi keresztmetszet nagysagrendekkel nagyobb, mint a cs6
keresztmetszete, ezért a folytonossagi tételt felhasznalva feltételezhetjiik, hogy a
tartalyban a gyorsulas kozel zérus:

2

v
- a_;@=acsé'l'c56=ac56'(h+b+H)
1

A vizoszlop kezdeti gyorsuldsa tehat:
_ gH-b) 10-(2-02) m
s = Hyb+h) 2+02+02 752




b) feladatrész: a nyitds kovetéen az dramlas egy kvazistacionarius allapotba all be, ahol a
potencidlkiilonbség nem a csében 1évd lokalis gyorsulast fogja fedezni, hanem a csdszajanal
fellép6 konvektiv gyorsulast (az akvarium béli 0 sebességrdl felgyorsul a folyadék a cs6 béli
sebességre). Irjuk fel a stacionérius Bernoulli-egyenletet az 1-2 pontok kozé:

p p
P1 +§V12 + pU; = p, +§U22 + pU;

- Pp1 = Dy = po < szabadfelszin és szabadkifolyas
- U-Uy=g-(z1—2)
- U1 ® 0« Apgizm » Agss (konti.)

Ebbdl a kidramlasi sebesség:

172:\/2'9'(21_22)

Lathato, hogy az aramlas hajtdereje a potencialkiilonbég (szintkiilonbség) a két pont kozott.
Beldthatjuk azt is, hogy mivel a szintkiilonbség folyamatosan csokken, ahogy {iriil a tartaly, a
kidramlasi sebesség is folyamatosan csokkenni fog. Ez azt is jelenti, hogy tovabbra is lesz
lokalis gyorsulas (lassulds), azonban élhetiink azzal a feltételezéssel, hogy ez a tag
elhanyagolhatd, mivel vizfelszin siillyedési sebessége alapvetden kicsi.

A letirités elején: (z; — z3)e =H—b > vy, =/2-g-(H—b) =6m/s

Aletirités végén: (z; — z;), =H—b—h > vy, = \/2 -g-(H—b—h)=566m/s

Igy az atlagos kidramlési sebesség:

v, = —(Vz,e -; Vz,v) =5,83m/s

Ebbdl az atlagos térfogataram:

2

)

T m3 l
=458-10"*% — = 0,458-
s s

5,, =7, Acss = 5,83+
Es a leiiritési id6:

_ V1000
g, 0458

=2184,5s ~ 36min

A letiritési id6 nagysagabol és v, kismértékii megvaltozasabdl latszik, hogy valoban nem
kovettiink el szamottevd hibat az id6fliggd tag elhanyagoldsaval.



b) feladatrész: ALTERNATIV MEGOLDAS
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

Acss 14
= a = (A f, = =
Afelszin ’ ( felszin h)

- X =271 — 2y

A kordbban felirt Bernoulli-egyenlet alapjan:
Ve D
A kontinuitasi egyenlet alapjan: v, = a-v, =a- \/2-g-x
Masrészrél pedig a felszin v; siillyedési sebessége meg fog egyezni a szintkiilonbség
idGegységre es6 megvaltozasaval:
dx

“v=-a JTga=o

Ez egy szétvalaszthatd differencialegyenlet, amelyet a kovetkezé modon oldhatunk meg:

fdtz— ! -fidx
] a-\2g9 ) Vx

2 v
"=l

x,=H—b;x,=H—b—h—>T=2184,5s

c) feladatrész: irjuk fel a leeresztéshez sziikséges id6t paraméteresen (a sebességet a jobb
atlathatosag érdekében a kezdeti sebességgel becsiiljiik):
14 14 4

T =—=— =~
q, Uy - Acss \/

M‘FZ 'g'(H_b)'Acsé
- acsO keresztmetszetének novelésével (A.4)

- acso lelogo hosszanak novelésével (H — b)

- atartdlynyomads novelésével (p; — py)

- szivattyu beépitése

- gyorsitjuk felfelé rendszert - ez nagyon elvi (g)

d) feladatrész: a cs6hossz novelés elvi hatarat az jelenti, hogy a legfels6 ponton (3) a lecsokkent
nyomads hatdsdara elforr a folyadék. Ezen cs6hossz meghatdrozasa az 2-3 pontok kozé felirt
Bernoulli-egyenlettel torténhet:

p p
P2+P'U2+§'U22=P3+P'U3+—'U?%

2
- v2=v3
- Us—Uy=9(23—2) = g Hmax
= D3 = DPgsz

Ebbdl a maximalisan megengedhetd cséhossz:

Po—pg 10°-10°
pg  1000-10

Hmax -

=99m > Lmay = Hpax +b+h=9,9+02+0,2 = 10,3m



LEPCSOS KIFOLYAS TARTALYBOL

A mellékelt abran lathato zart tartadly H=1 m magassagig van vizzel feltoltve. A tartalyhoz
egy d2=50 mm és egy ds =25 mm atmérdjii csészakasz csatlakozik. A csévégen egy alap-
allapotban zart szelep talalhato. A kozeget surlddasmentesnek, és 6sszenyomhatatlannak
feltételezziik.

Kérdés: a) Hatarozza meg az ,,A” pont béli gyorsulast és tul-
S nyomast a szelep hirtelen kinyitdsanak pillanataban!
P b) Hatarozza meg a kidramlasi sebességet és az ,,A” pont-
béli talnyomast allanddsult (stacioner, t—eo) allapotban!

Adatok: H=1m;d>2=50 mm; di=25mm; lo=12 m; s =9m;
0 la = 8m; p1-po=40000 Pa; g = 10N/kg; o0 = 1000 kg/m3;

1A

| MEGOLDAS |
a) feladatrész:

Kezdeti megfontolasok:

e mivel a kbzeg 0sszenyomhatatlan, az ,,A” pont béli gyorsulas ugyanakkora, mint az Iy
szakasz barmely mas pontjaban

e a kiilonbozd atmérdji szakaszokon 1étrejovo gyorsuldsok kozott a kontinuitds teremt
kapcsolatot

e a Bernoulli-egyenletet A és 3 pontok kozé felirva tal sok az ismeretlen (pa, aa), ezért
célszerli el6szor olyan pontokat valasztanunk, ahol tobb adat 4ll rendelkezésre - példaul
a tartalyban 1évo folyadék felszine és a kifolyas

Instacioner Bernoulli-egyenlet a folyadékfelszin (1) és a kifolyas (3) kozé:

3

ds+ps+p-Us+2.v3

2 t 2

D

3

p d
p1+p~U1+—~vf=p-f
1

- A gyorsuldsiranya 1 - 3, tehat a 3 oldalhoz kell hozzaadni az id6fliggé tagot

- p3 = po < szabadkifolyas

- Uy—-Us=g-(z1—-2z3)=9-H

- vy = v3 = 0 « a kezdeti iddpillanatban még 4ll a folyadék

- ahol az dramldsi keresztmetszet azonos, ott a folytonossagi tétel alapjan a gyorsulas
végig allando, azaz az integrdl egy szorzdssa egyszerlisodik. Hirtelen
keresztmetszetvaltozas esetén a gyorsuldsnak szakadasa van, ott az integralast ketté
kell bontani.

- a tartdlyban az 4ramldsi keresztmetszet nagysagrendekkel nagyobb, mint a csé
keresztmetszete, ezért a folytonossagi tételt felhaszndlva feltételezhetjiik, hogy a
tartalyban a gyorsulds kozel zérus.




3
dv
- IE@ = aAlz + a313
1

Az 1-3 pontok kozé felirt Bernoulli-egyenlet a kovetkezd formara egyszer(isodik:
p1+pgH =po + plaalz + azls)

A gyorsuldsok kozott kapesolatot teremtd kontinuitasi egyenlet:

d,\* 50\°
aAAZ = a3A3 a3 = aA (d_) = aA (g) = 4aA
3

Ebbdl ,A” pont béli gyorsulds szamithato:
p1 + pgH =po + p(aaly + 4asls)

(p1 —po) + pgH _ 40000 +1000-10-1 Loa™
p(l, +4l;) — 1000(12+4-9) ' s2

A, =

Az ,A” pont béli tulnyomas kiszamitasahoz a gyorsuldsok ismeretében most mar felirhatjuk
az instacinoner Bernoulli-egyenletet A-3 pontok kozé. Vigyazat: a gyorsulds (a2) ugyan végig
azonos a [z jelti csben, de a lokalis gyorsulds miatt a csében fellépd talnyomads (p2(x)) dramldasi
irdnyban folyamatosan csokken.

patp-Uy+ >

3
(U4 =p~fa—2_8+p3 tp U+ 203
A

- agyorsulas iranya A - 3, tehat az A oldalhoz kell hozz4adni az id6fliggd tagot

- p3 = po < szabadkifolyas

- Us—Us=g-(24—23)=0

- vy = v3 = 0 « a kezdeti id6pillanatban még all a folyadék

- ahol az aramlasi keresztmetszet azonos ott a folytonossagi tétel alapjan a gyorsulas
végig allando, azaz az integrdl egy szorzdssa egyszerlisodik. Hirtelen
keresztmetszetvaltozas esetén a gyorsuldsnak szakadasa van, ott az integraldst ketté
kell bontani.

3
ov
—’f—_@=aA'(lz—lA)+a3l3
ot
4

Az A-3 pontok kozé felirt Bernoulli-egyenlet a kordbban felirt kontinuitasi egyenlet
segitségével a kovetkezé formara egyszer(isodik, melybdl ,A” pont béli talnyomas
szamithato:

Pa— Do = pas(l, — 1, +4l3) =1000-1,04-(12-8+4-9) = 41600Pa



b) feladatrész:
Kezdeti megfontolasok:

e A nyitas kovetden az aramlas egy staciondrius allapotba 4all be, ahol a tulnyomas és a
potencialkiilonbség nem a csében 1évé lokalis gyorsulast fogja fedezni, hanem a
csOszdjanal és a sziikiiletnél a konvektiv gyorsuldst - a tartdly béli 0 sebességrdl
felgyorsul a folyadék a 2-es cs béli sebességre, valamint az 2-es csd béli sebességrdl a
3-es cs6 béli sebességre

e mivel az dramlds surléddsmentes, ezért az ,A” pont béli tilnyomas ugyanakkora, mint
az |2 szakasz barmely mas pontjaban

[rjuk fel a stacionarius Bernoulli-egyenletet az 1-3 pontok kozé:

p p
P1+P'U1+§'V12:P3+P'U3+§'V§

- p3 = po « szabadkifolyas
- U-Us=g-(zn—2z3) =g H
- V= 0« Afelszin > A3 (kontl)

Ebbdl a kifolyasi sebesség szamithato:

p1—po + pgH 2(40000+10-1000-1) m
V3 = 2 = =10—
P 1000 s

Staciondrius Bernoulli-egyenlet az A-3 pontok kozott:
pA+p%&+gﬂﬁ=p3+p%%+g-@
- py = po < szabadkifolyas
- Uy—Up=9-(za—2)=0 B .
- folytonossag: qy 4 = qyz = V4 = V3 -ﬁ =2,5=
Ebbdl az ,A” pontban fellépd tiilnyomas staciondrius esetben:
p

1000
pA—po=§~0€—wﬁ)=—7?—002—25?)=46875Pa



ELTERO SURUSEGU ANYAGOK ESETE

Egy D = 6 mm atmérdji, az abran lathato
kialakitdsi cs6 aljan membran taldlhato,
aminek bal oldalan H = 80 cm magassagu
benzin, a jobb oldalan azonos magassagu
vizoszlop nyugszik. Mindkét csészar a
légkorre nyitott. A membran elpattandsakor a
folyadékoszlopok az egyensulyi allapotra
torekedve mozgasba jonnek.

Kérdés: | Hatarozza meg a membran

elpattintasakor
a) a vizoszlop gyorsulasat!

b) a benzinoszlop gyorsuldsat!

Adatok: | D=6 mm; H=80 cm; b =30 cm; a = 60°

ob= 750 kg/m?, ov= 1000 kg/m3; po=10°Pa; g =10 m/s* u =0

| MEGOLDAS |

a) (és b)) feladatrész:
Kezdeti megfontolasok:

miel6tt fejjel rohanndnk a falnak, gondoljuk végig, hogy lehet-e a vizoszlopnak és a
benzinoszlopnak eltéré gyorsuldsa!

Nem! A folyadékoszlopok sem egymasba nem csuszhatnak, sem iires tér nem
keletkezhet kozottiik. A vizoszlop és a benzinoszlop gyorsuldsa tehat azonos lesz:
QAyiz = Apenzin = 4

eddigre mar szépen kifejlodott mérnoki érzékiink alapjan pedig azt is meg tudjuk
mondani, hogy a viz fog megindulni a benzin felé, mert az azonos magassagu (H)
vizoszlop nagyobb stirisége miatt nagyobb nyomassal nehezedik a membranra, mint
a kisebb stiriségli benzin. Figyelem: a vizoszlop aljan 1étrejovd talnyomas csak a
vizfelszin magassagatol fligg, a csOszar allasszoge nem befolyasolja azt.

a Bernoulli-egyenletet egyszertsitett formdjaban csak azonos stirtiségii folyadékokra
alkalmazhato, azért kiilon irjuk fel a vizben, és kiilon a benzinben



Instacionarius Bernoulli egyenlet a vizre a jobb felszin (1) és a membran (2) kozé:

p v Pv
PL+py U+ —vi=py- fatd8+pz+py U+~ v} .

1 _—

- agyorsuldsiranya 1 - 2, tehat a 2 oldalhoz kell hozzaadni
az iddfliggo tagot

- py = py < szabadfelszin

- UL-U=g-(z1-2)=9g H

- vy = v, = 0 « a kezdeti id6pillanatban még all a folyadék

- ahol az dramlasi keresztmetszet azonos, ott a folytonossagi
tétel alapjan a gyorsulas végig allando, azaz az integral egy
szorzassa egyszeriisodik.

2

dv H

Ebbdl a 2 pontban fellép6 tilnyomas:
H ) (1)

sina

pz—po=pv~(9-H—a~

Instaciondrius Bernoulli egyenlet a benzinre a membran (2) és a bal felszin (3) kozé:

Pb dv p
pz+pb~Uz+—~v22=pb-f—@+p3+pb-U3 +=7v3
2 ot 2
2

- agyorsulds iranya 2 = 3, tehat a 3 oldalhoz kell hozzdadni az id6fliggo tagot

- p3 = po < szabadfelszin

- U3—Uy=9-(z3—2)=9H

- v3 = v, = 0 « a kezdeti id6pillanatban még all a folyadék

- ahol az aramlasi keresztmetszet azonos ott a folytonossagi tétel alapjan a gyorsulas
végig allando, azaz az integral egy szorzdssa egyszer(isodik.

f—ds—a (H+b)

Ebbdl a 2 pontban fellép6 tilnyomas:
P2—Po=pp-lg-H+a-(H+D)] 2)

Az (1) és (2) egyenletetek alapjan a folyadékoszlopok gyorsuldsa szadmithato:

(p, —py)gH (1000 — 750)-10- 0,8 m
- = 08~ Ll
pp(H +Db) +p, 750 (0,8+0,3) + 1000 %755



FECSKENDO

Egy vizzel toltott fecskendd dugattytja v sebességgel és a gyorsuldssal mozog az abran
jelolt iranyba.
Kérdés: Hatarozza meg a mozgatashoz sziikséges er6t!

Adatok: v=0.4m/s;a=1m/s, Di=50mm; L1 =200 mm; D>=10 mm; L> = 80 mm;
0 =1000 kg/m?

v, a
| 2D,
[TTTTT] 2D
y
A
Y
Ll L2
MEGOLDAS |
[rjuk fel az instacioner Bernoulli-egyenletet az alabbi dbran jelslt 1-2 pontok kozé:
2
p dv p
P1+P'U1+E'V12:P‘IE@+P2+P'U2+E'V% !
1

- agyorsulds iranya 1 > 2, tehat a 2 oldalhoz kell
hozzaadni az id6fliggo tagot

- py = po < szabadkifolyas

- Ui-Up=g-(z1-2)=0

- ahol az aramlasi keresztmetszet azonos ott a folytonossagi tétel alapjan a gyorsulas
végig allando, azaz az integrdl egy szorzdssa egyszerlisodik. Hirtelen
keresztmetszetvaltozas esetén a gyorsuldsnak szakaddsa van, ott az integralast ketté

kell bontani.

2
S a a
ot — 1+1 2H2
1

A kontinuitast felhasznalva a sebességre és a gyorsuldsra:
di\? dr\’
V2 =1 (d_z) az; = aq <d_2)
A dugattya két oldalan fellépd nyomaskiilonbség kiadodik:
o= [ (Lot (2) )+ (B -1
P1=Do=pP" |01 1 2" \q, ) d,
=1000-(1-(0,2+0,08 (50)2 + 04 (50)4 1)[=52120P
- SRRy 2 \\10 - .

Amelybdl a kifejtend6 eré nagysaga szamolhato:

2
F=A4;-(p1 —po) =

)

s
-52120=102.3 N



