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LABDAN ELHAJLO VIiZSUGAR

Az abran lathatd balrdl érkez6 viz szabadsugar a Coanda-effektus révén hozzatapad a

labda feliiletéhez és azon 2a szoggel eltériil. Az dramvonalak gorbiiltsége miatt a vizsugar
és a labda érintkezésénél a nyomas a kornyezeti nyomashoz képest lecsokken, melynek
kovetkeztében a labdara felfelé hato erd ébred. Megfelel6 paraméterek esetén ez az erd a
labda sulyat képes kompenzalni. A feladat egyszertsitése érdekében a surlddastdl és a
vizsugarra hato gravitaciotol eltekintiink, az dramlast sikaramlasnak (2D) feltételezziik.

G
Kérdés: Mekkora sulyu labdat tud megtartani a vizsugar?

Adatok: v1=10m/s; 0=1000kg/m? A=10cm? a=15°

MEGOLDAS
Kezdeti megfontolasok: a kovetkezokben bemutatott alapelveket célszerti minden impulzus-

tétellel megoldani kivant feladatra alkalmazni.
Az impulzustétel 4ltalanos alakja a kovetkezSképpen irhato fel:

pvdV+fvpvdA f fpdA R+S

, ahol I az ered6 mozgasmennyiség lokalis megvaltozasa (instacionarius tag), II az impulzus-
aram, III a térerdsségbdl szarmazd erd, IV a nyomasbol szarmazd erd, V az dramlasban 1évé
szilard testre hato erd, VI pedig a surlddéasbdl szdrmazé erd. A kovetkezd megfontoldsokkal
élve az impulzus-tétel jelentésen egyszertibb alakra hozhato:

1. Staciondrius az aramlas vagy azza tudjuk tenni pl. egyiitt mozgo koordinata-
rendszerbdl vizsgalva a feladatot? Ha igen, I. tag = 0. Az ligyesen megvalasztott
koordinata-rendszert tiintessiik fel az dbran.

2. Rajzoljuk be az dbraba az ellendrz6 feliiletet: (1) ha testre hato erdt keresiink, legyen
benne a test (V. tag), (2) ahol az ellenérz feliileten keresztiil atdramlas van, ott a
feliilet legyen merdleges az ataramlasra.

3. Rajzoljuk be az dbrdba az impulzusaram-vektorokat (II. tag), melyek
- nagysaga: [ = g,v = pv?4
- irdnya: parhuzamos v-vel
- irdnyitottsaga: a zart ellendrzé feliiletbdl mindig kifelé mutat



4. Rajzoljuk be az abraba az nyomasbdl szarmazo erévektorokat (IV. tag), melyek
- nagysaga: P = pA
- irdnya: merdleges a feliiletre
- irdnyitottsaga: a zart ellen6rz6 feliiletbe mindig befelé mutat
5. Vizsgdljuk meg, hogy eltekinthetiink-e a strlédas hatasatol (V1. tag)
6. TIrjuk fel az impulzus-tételbsl szdrmazé komponens-egyenleteket x, y és z iranyba.
7. Ne feledjiik, hogy a kontinuitds és a Bernoulli-egyenlet tovabbra is j6 szolgalatot
tehetnek a feladat megoldasa soran.

Az impulzustétel egyszerlsitett formaja surlédasmentes, stacioner esetre a térerd
elhanyagolasaval a kovetkez alakot Olti:

YI=>p-Rr

Az alabbi abran pirossal jel6ltiik az ellendrz6 feliiletet, kékkel az impulzus-aram vektorokat
és zolddel a nyomasvektorokat, valamint feltiintettiik a feladatmegoldashoz hasznalt
koordinata-rendszert.

B S B

Bernoulli egyenlet az 1 belép6 és a 2 kilépd keresztmetszet kozott:

P p
P1+P'U1+§'U12=P2+P'U2+E'V%

- U =U,
- Pp1 =D = po « mert szabad aramlds, és az dramvonalak parhuzamos egyenesek az
ataramlasi keresztmetszetekben
Ebbdl kovetkezden a sugdrban a sebesség allando:
V=V, =V

Kontinuitasi egyenlet, a belépd és kilépd tomegaram azonos, a viz slirtisége allanddnak
tekintheto:
Im1 = Gmz = Gm; P = const.— Ayv; = A0,

A Bernoulli-egyenletbdl lattuk, hogy v; = v,, hiszen a nyomas és a potencial azonos, ezért a

vizsugar belépd és kilépd keresztmetszete azonos:
A1 = Az =A



Az impulzustétel stacioner, sturlédasmentes esetre, a stlyer$ elhanyagolhatd és szilard test
van az ellendrzé feliileten beliil:

XL =YP—-R
A nyomas az ellendrzd feliileten mindenhol légkori (szabadsugar): YP = 0

Az impulzusaram az 1-es keresztmetszetben:

|11| =q9m1 V1 =qm"V

Il,x = —Qm ' Vix = —qm V" COSk
Il,y = 0
Li;=—=Qm V1iy=—Qqm V" sina

Az impulzusaram az 2-es keresztmetszetben:

|12| =Qqm2 V2 =qm"V

IZ,x =qm Vyx =Qqm V- COSQ
IZ,y == 0

I, = qm - Vyy = —Qm " V- Sina

Komponens egyenletek:
- x-irany:
Il,x + IZ,x = —R,

R, =qm-v-cosa—qnu-v-cosa =0

- y-irdny: abban az irdnyban nincsenek vektorkomponensek
- z-irdny:
Il,z + IZ,Z = _Rz

—R,=—qu V- -sina—qyu v -sina=—2-qy V- sina =

=—2-pv?A-sina =-2-1000-10%2-10-10"*-sin15° = — 51N

Mivel a labda egyenstlyban van, a rd hatd erék ereddje 0, tehat —R, meg fog egyezni a labda

sulyaval:
0
6= [ o |w
-51

Erdekesség, hogy mivel a labda tetején gorbiilt az aramvonal, itt radidlis iranyban
nyomasgradiens alakul ki, azaz a labda vizsugarral érintkezd felszinén légkori alatti
nyomaseloszlas lesz. Mivel a labda aljan a nyomaseloszlas légkori, a nyomaskiilonbség fent
tartja a sugarban a labdat!



LIKAS TARCSA

A mellékelt dbran lathatd vizszintes tengely(i, kozépen d=70mm atmérdjii furattal
rendelkezd hengeres kupra D=90mm atmérdjl, vi=15m/s sebességli alkohol szabadsugar
aramlik. A ktip és a rddramlo szabadsugar tengelye azonos. A furatban a folyadék a teljes
kereszt-metszetet kitolti. A kup peremén, melynek atmérdje C=300mm, a folyadék a
belépésre merdlegesen iranyban tavozik.

A folyadékra a surlddasbdl és térerdsségbdl szarmazo eréhatasok elhanyagolhatok.

Kérdés: a) Hatarozza meg a testre hato er6t!
b) Hatarozza meg a peremen kilép6 kozeg vastagsagat (b)!

Adatok: d =70 mm; D =90 mm; C =300 mm; vi =15 m/s; 0 =740 kg/m?; po =10°Pa

| MEGOLDAS

a) feladatrész:
Rajzoljuk be az dbraba a felvett (henger)koordinata-rendszert, az ellenérzo feliiletet és az
impulzusaram- és nyomasvektorokat!

Bernoulli-egyenlet az 1-2 és 1-3 pontok kozé:

iAo Ui+ vi=py4p U+ 202

2 2
p p
prtp Ui +5-vi=ps+p -Us+3-v3
- Uy =2 U, « g elhanyagolva
- U =1Us

- D1 =Py = p3 = P < szabadsugar

>V =V, =V3 =7V

Az impulzustétel stacioner, surlédasmentes
esetre, sulyerd elhanyagolhato és szilard test van az

ellendrzf feliileten beliil: e e e = =
I%T

X =YP—-R

A nyomas az ellen6rzd feliileten mindenhol légkori: )P = 0



Az impulzusaram az 1-es keresztmetszetben:

11| = Ami1 V1 =qmi1-V

Il,x =qm Vix = —q9m1-V
Il,rad =0
Il,tang =0

Az impulzusaram a 2-es keresztmetszetben:
[dl, =0

Az impulzusaram a 3-as keresztmetszetben:

5| = qm3 V3 = Gmz -V
I3,x =qm " V3x =qm3 "V
I3,rad =0
I3,tang =0

Komponens egyenletek:
- x-irany:
Il,x + I3,x = —R,
Rxqu,l'v_qm,3'v=p'v2'(‘41_A3)=

0,09%7r 0,07%1
4 4

=740-152-( )=418,6N
- radidlis irdny: abban az iranyban nem torténik semmi
- tangencialis irany: abban az irdnyban nem torténik semmi

A tarcsara hatd erd tehat:
R =418,6 N

b) feladatrész
A peremen kilép6 kozeg vastagsaganak meghatarozasahoz irjuk fel a kontinuitast!

dm1 = qmz2 + Gm3 = P1V141 = p2V24; + p3v3A3

- p1 = pp = p3 = p = const. « viz 6sszenyomhatatlan

- v; = v, = v3 = v = const. < Bernoulli-egyenletbdl szamolva

D’m 2
A =4, + A3 —>T=bC7r+T
A kilépd sugar vastagsaga tehat:
D?—d? 90% —70?
4C 4-300

b = = 2, 67mm



MOZGO TERELOLAPRA HATO ERO

A mellékelt abran lathato ivelt lapat u=13m/s
sebességgel mozog a vizszintes sikban. A v,
lapatra viz szabadsugar aramlik vi=30m/s
sebességgel.

A surlddasbdl és a folyadék tomegére
térer6sségbdl szarmazo erd elhanyagolhato.

Kérdés: a) Hatdrozza meg a kidramlas abszolut sebességét!
b) Hatarozza meg a lapatra hato erévektort! R =?

Adatok: o =60°%vi=13m/s;u=13m/s; A=0,01 m?
0 = 1000 kg/m3; po=10°Pa

| MEGOLDAS
a) feladatrész:

A feladat staciondriussa tétele érdekében a problémat a lapattal egyliitt mozgo koordinata-
rendszerbdl vizsgaljuk.

Bernoulli-egyenlet egyiitt mozgd koordindta-rendszerben a belépés (1) és kilépés (2) egy
pontja kozott:
P p
P1+P'U1+§'W12 =pz+p-U2+E-W22
- Pp1 =Pz = po < szabadsugar
- U; = U, « vizszintes

Ebbdl kovetkezéen a relativ rendszerben felirt belépd és kilépd sebesség nagysaga
megegyezd, értéke az abszolut sebesség és a szallitdsebeség kiilonbsége:

m
W1=W2=U1—u=17?

A kilépd abszolut sebesség a kilépd relativ sebesség és a szallitd sebességosszege:

Wax Uy —ws, * cos 60° —17 - cos 60° 13 45 |
Vo =Wy U= (Wey|+|Uy|=]|—-w,- sm60° —-17- sm60° 0 —-14,7|—
W2z Uz 0 o I°

m
|22| = vzzx + vZZy = vV 4‘;52 + 14;72 = 15,4‘;



b) feladatrész

A kontinuitasi és a Bernoulli-egyenlet alapjan a korabbi feladatokban bemutatott médon
levezethetd a belépd és kilépd keresztmetszetek azonossaga:

dm1 = 9m2 = 9m
p =const.,wy =w, =w
—)A1 = AZ =A

Az impulzustétel stacioner, surlodasmentes esetre, sulyerd elhanyagolhato és szilard test van
az ellenorzd feliileten beliil:

XL =YP—-R
A nyomas az ellenérz6 feliileten mindenhol légkori: P = 0

Az impulzusaram az 1-es keresztmetszetben:

|1, ] =qm1 W1 =qm W

Liy =—Qm Wix = —qm W
Il,y = 0 X
Il,Z = 0

Az impulzusaram az 2-es keresztmetszetben:

|15 =qdm2 W2 =qm W

Iz,x =qm2 " W2x = —(qm " W:*COSQ
Iy = Qma - Way = —Qm - W - Sina
L, =0

Komponens egyenletek:
- x-irany:
Il,x + IZ,x = —R,

Ry =qm W+ qm-w-cosa =pw?A-(1+ cosa) =
=1000-172-0,01-(1+ 0,5) = 4335N
- y-irdny:
Ly+1,,=-R,
Ry =0+ gp -w-sina = pw?A-sin60° = 1000-17%- 0,01 - sin 60° = 2503N

- z-irany: abban az iranyban nem torténik semmi

A lapatra hatd erévektor tehat:

B= (5503 ¥



KES A VIZBEN

Amennyiben egy Pelton-turbinarol tizemzavar kovetkeztében leesik a fékez6é nyomaték, a
jarokerék megfut, mely a megnovekedett fesziiltségek kovetkeztében a turbina id6 eldtti
tonkremeneteléhez vezethet. Ennek elkeriilésére a lehet6 leggyorsabban meg kell
sziintetniink a turbina vizrdvezetését. A cs6vezeték hirtelen zdrdsa azonban az Allievi-
elmélet értelmében a csovek szétrobbandsdhoz vezethet, igy mas moddszert ajanlatos
alkalmazni: a turbina-lapatokra dramlo vizsugarba egy vékony lemezélet juttatunk, amely
a sugar egy részét a lemezzel parhuzamosan levalasztja. A tobbi folyadékrész palydja az

impulzus-tételbél adoddan elhajlik.

A § 1/

[

A

Kérdés: Mekkora részét kell a sugarnak levalasztani ahhoz, hogy a tobbi folyadékrész

palyaja 5°-kal eltériiljon?

A feladat megoldasa soran a nehézségi erdtér és a surlodas hatasatol eltekintiink,

valamint sikdramlast feltételeziink!
Adatok: «o=5°

MEGOLDAS

Mivel szabadsugarat vizsgalunk, a Bernoulli-egyenletbdl kovetkezden a belépd és kilépd

sebességek megegyeznek:
V1 =V, =V3 =7V

A kontinuitasbdl pedig meghatarozhat6 a
keresztmetszetek egymashoz valo viszonya:
Ai-v=4, v+ A43-v

Ap =A; +A;

Az impulzustétel stacioner, surlédasmentes esetre,

sulyerd elhanyagolhato és szilard test van az ellenérzd
feliileten beldil:

X =P—-R

A nyomds az ellendrzd feliilleten mindenhol 1égkori:
¥P =0

ol —— -y

'
1]

X




Az impulzusaram az 1-es keresztmetszetben:

11| = Ami1 V1 =qmi1-V

Il,x = 0
Il,y =qm1-V
Il,Z = 0

Az impulzusiram az 2-es keresztmetszetben:

|| = Amz2 " V2 = qm2 "V

IZ,x =qmy2 " V2x = —qmp2 V- Slna
IZ,y =qmz2 " V2x = —Qmp2 "V COSQ
Lz=0

Az impulzusaram az 3-es keresztmetszetben:
] = Gmz - V3 = qmz v

Ly = qm3 V3x = qmz "V

I, =0

I,,=0

Komponens egyenletek:

- x-irany: a surlodas elhanyagolasa kovetkeztében a késre x-irdnyban nem hat eré

Lix+lx+I3,=0

0= —qm'z v - sina + qm,3 V= .DUZAZ ‘sina — pv2A3 =

= pv2(A; — A3) *sina — pv?4;

(A1 _Ag) -sina = A3

As sina sin5°
A; 1+sina 1+sin5°

= 0,08 =8%

A sugarnak tehat 8%-at kell levalasztanunk ahhoz, hogy a tobbi folyadékrész palydja 5°-kal

eltériiljon. A jelenlegi feladat szempontjabdl az y-iranyi komponens-egyenlet nem érdekes, a

késre hato erd felirdsahoz azonban sziikségessé valhat.



Leveg6 aramlik ki az abran lathato, «,, szogben meghajlitott és az x tengely koriil «,,

szoggel elforgatott cs6kdnyokbdl a po nyomasu szabadba.

XZ sik YZ sik

Kérdés: a) Hatarozza meg a (pi-po) nyomaskiilonbséget! (A magassagkiilonbségbdl
ad6dd nyomasvaltozas elhanyagolhatd.)
b) Hatarozza meg a karimakdtésre hatd R er6t! (Rx, Ry, Ry)

Adatok: vi=20 m/s; Qv = 1,2 kg/m? di = 100 mm; d2 = 50 mm; axz = 60°; ay- = 60°

a) feladatrész
[rjuk fel a Bernoulli-egyenletet a bearamlas (1) és a
kiaramlas (2) kozé:
p1+p-Us +§'V12 =p2+p-U; +g-v22
- U; = U, < akiilonbség elhanyagolhato
- P2 = Dpo < szabadsugar
- v, =g 2—: = 80% « kontinuitas, a strlség

valtozasa elhanyagolhatdan kicsiny

Fentiek alapjan a keresett nyomaskiilonbség;:

1,2
P1—Po = g (v —vf) = 7(802 —20%) = 3600Pa

b) feladatrész
Rajzoljuk be az dbraba az ellendrzd feliiletet valamint az

XZ sik

impulzusaram- és nyomas-vektorokat!
Az impulzustétel stacioner, surlodasmentes esetre, sulyerd elhanyagolhato és szilard test van
az ellendrzd feliileten beliil:

XL =YP—-R



A nyomas csak az 1-es feliileten nem légkori, ezért csak ott lesz nyomasbol szarmazo erd:

IXP| = (p1 —po) - 44

Az impulzusaram az 1-es keresztmetszetben:

L] = qm1-v1 = qm- 11

Il,x =—qm " Vix = —qdm V1
Il,y = 0
Il,z =0

Az impulzusaram az 2-es keresztmetszetben:

|| = Gmz2 - V2 = G - V2
Ix = Qm Vox = —Qm " V2 - COSQy,
Ly = Qm " V2,y=Qm * V3 * SINAy, - COSQAy,

IZ,z =qm " V27=qm " V2 * Sindy, - Sinayz
.. . kg
A tOmegaram: q,, = Ay - p - vy = 0,188?

Komponens egyenletek:
- x-irany:
Iy + I = |XP| =Ry

Rx=qm-v1+qm-v2-cosaxz+(p1—p0)~A1=

0,188-20 + 0,188-80 - cos 60° + 3600 -

- y-irany:
Il,y + Iz'y = _Ry

2

)

s
=39,58N

Ry, =0—qp - vy - sinay, - cosa,, = —0,188 80 - sin60° - cos 60° = —6.53 N

- z-irany:
Il,z + IZ,z =—R,

R, =0 —qp - vy - sinay, - sina,,, =

—0,188-80-sin60°-sin60° = —11.31 N

R = |RZ+RZ+RZ=,/39,582+6,532+ 11,312 =41,7N



BADUSPORT

A mellékelt abran lathaté Badu Jet Sport ellenaramoltatot egy
medence vizszintje ald H=0,5m mélységbe épitették be. A
ellendramoltaté D=400mm atmérdjii tartalyfedelébe vizszintes
elrendezésben 2 darab d=40mm Dbelsé atmérdja favokat
épitettek. A favokat egyiittesen qv=75m%h térfogataramu vizet
szallitanak. (A sarlodasbol és a folyadék tomegére a
térer6sségbdl szarmazo erd valamint az aramlasi sebesség a
tartalyfedélben elhanyagolhato.)

Kérdés: a) Hatdrozza meg a talnyomast a tartalyfedél
belsejében!
b) Hatdrozza meg a fivékara hato erévektort! R = ?

Adatok: H=0,5m; D =400mm; d =40 mm; qv="75m%h;
0 =1000 kg/m?; po=10°Pa; g =10 N/kg

| MEGOLDAS
a) feladatrész:

A kilépd sugarak sebessége a térfogatdrambol és a geometriabdl szamithato:

4, 75/3600
Ty g2. T 2. T
2-d " 2-0,04 "

Vs =8,29m/s

A tartalyban a sebesség szintén a térfogatarambdl és geometridbdl szamolva:

75/3600
v, = Z”ﬂz c 7 = 0,166—
Dz-7 04%-7

Tehat tényleg elhanyagolhatdan csekély itt a sebesség! Benne van a feladatban!

A nyomdsviszonyok meghatarozasahoz irjuk fel a Bernoulli-egyenletet a tartaly és a kilép6
vizsugarak kozé:

p p
petp Utz vi=pstp Ustz-vg

p 1000
> pe—Ps =7 (v —vE) = ——" (8297 - 0,166%)

2
= 34356 Pa

A kilépd sugarak szabadsugarak, tehat a nyomasuk meg

fog egyezni a kornyezet nyomasaval, H mélységben a tilnyomadssal:
pPs—Do=p-g-H=1000-10-0,5= 5000 Pa

- Py —Po = 39356 Pa



Az impulzustétel stacioner, sturlédasmentes esetre, stlyerd elhanyagolhato és szilard test van
az ellenorzd feliileten beliil:

X =P—-R

A nyomads a tartaly keresztmetszetében nem egyenlé a kornyezeti nyomassal, ezért a
nyomadsbol szarmazd erd: )
IXP[ = (pr —ps) - Ac

Az impulzus-dram az tartdly keresztmetszetében:

utl =qm "Vt

It,x = —Qm " Vtx = —qQm V¢
It,y = 0
Iy, =0
Az impulzus-dram a sugarak keresztmetszetében:
q
| L | =2'7m'vs=CIm'vs
Isx = Qm * Vsx = qm " Vs
Iy, =0
I, =0
. o _ Gy _75/3600 _ . . _skg
A tOmegaram: q,, = > = 1000 2,1-10 .

Komponens-egyenletek:

Csak az x irdnnyal kell foglalkozni, mert a tobbi irdnyban minden 0.

It,x + Is,x = |Z£| - Rx

0,4*m

Ry = (pr —ps) - At + @ - (v — v5) = 34356 +2,1-107%-(0,166 — 8,29) = 4316 N



