Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Gépészmérnoki Kar
Aramlastan Tanszék

Aramlastan

Eléaddsjegyzet Dr. Vad Jinos eladdsai alapjin

Készitette: Daku Gabor

Kozremtikodtek:  Dénes Csenge Napsugar, Kocsis Balint, Tomka Botond, Téth Luca
Lujza

Lektoralta: Dr. Balczo Marton, Dr. Bak Bendeguz, Dr. Balogh Miklos, Dr.
Benedek Tamas, Dr. Farkas Balazs, Dr. Havasi-Toth Balazs, Dr.
Horvath Csaba, Dr. Istok Balazs, Dr. Suda Jeno, Dr. Szente Viktor

2023. februar 13., Budapest



Tartalomjegyzék

1

Folyadékok sajatossagai, fizikai mennyiségek és leirdsuk.........ouuvuvrerrrrrirnnincncncnnnee. 7
1.1 Szilard anyagok és folyadékok 0sszehasonlitdsa........c.cccoeueueviveeueininieieinineenecineennes 8
1.2 Newton-féle viszKOzitdsi tOTVENY .......ccccovviviiiiiiiiiiiiiiiiiii 9
1.3 Fizikai MeNNYISEZEK........cccevimimiiiiiiiiiiiiciic e 11
1.4 Fizikai jellemzok térbeli valtozZ€Konysaga .........cccevvivuiuiiviiiiiiiniiiiiiiiicciccns 13
1.5 Folyadékmozgas Ieirdsa.........ccceiruiiiiiiiurieiniiiiiiciciie e 13
1.6 EIGterek ... s 14
1.7 Gaz, g0z, cSeppfolyds KOZEE ........cccvviviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicccce s 17
1.8 Az idedlis folyadékmodell...........cccccceuiiiiiiiiiiiiiiii 20

ATamIAStAN TENASZETEZESE .vvvruverssnreerssnssessssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssasssssssases 21
2.1 HidrosztatiKa........ccooeiiiiiiiiiiiiii s 21
2.2 KinematiKa .....ccouiiiiiiiiiii s 25
2.3 KinetiKa ... 31

ATamIASEANT MOTESEK ..uuvvurnneressreessneseussssssssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssasses 41
3.1 NYOMASINETES .......oviieiiiiiiiiicici it 41
3.2 Térfogatdrammeres .............cooiiurieiiiniiicciee s 42

OFVENYEEELEK ...u.verrreerrrerererssseesserssssssesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssanns 45
4.1 Thomson (Lord Kelvin) - tétel .........coeiveiriinieiniiinceee e 45
4.2 HelmhoItz L. tetele .......cccooiviiviiiiiiiiiiiiiiiici e 47
4.3 Helmholtz I tétele........ccooiiiiiiiiiiiiiic s 48

IMPUIZUSEELE] .....uevnriririririrititnicnictnctncnensscissieseesscessesessssssssssssessssessssesssesses 50
5.1 Szilard test az ellendrzd feliileten beliil............cccoovviiiiinniiiii 52
5.2  Impulzustétel alkalmazasa: siklapra hatd ero ... 53
5.3 CsOvezeték hirtelen zdrdsa: Allievi-elmélet...........cooviiiiiiiiiiiiniiiiicen, 55
5.4  Impulzusnyomatéki-tetel ... 58

SUrl0dasos fOlYAdEKOK .....cumiiirunnirininrnriiistnsiiisnnsisiissssesisissssisissssssesessssssssesssssassesess 59
6.1 Nemnewtoni folyadékok, reoldgiai gorbék............cocoviimmiiiiiiiiiiciiiccee, 59
6.2 Newtoni folyadékok strloddasos mozgasegyenlete ............cccoeeiviniviininiccncnnnnnn. 60
6.3 Laminaris és turbulens aramlasok — Reynolds-kisérlet .............cccocovrriiinnnn 64
6.4 Veszteséges taggal kiegészitett Bernoulli-egyenlet .............ccooeiviviiiiniiinnnnnn. 65



7

10

HidrauliKa ...ttt sene 66
7.1 CSOSUIIOAAS ... 66
7.2 Nem korkeresztmetszeti vezetékek ... 72
7.3 Hatarréteg (Ludwig Prandtl - 1904).......cccccciiiiiiiininiiiiiccccccccc 74
74 Rendszerelemek hidraulikai vesztesége ... 82

GAZAINAMIKA ettt sessssssss s se s ssssnssanans 86
8.1 Energiaegyenlet ... 86
8.2 A hang terjedési sebessége gAZOKDAN ............ccoccuiurviviiiiinicici s 89
8.3  KiOmlés tartalybol .........cccoceoiviiiiiiiiiiiiiiiiicic s 91
8.4  Laval-flvoka ..o 94

A1amIasoK NASONIOSAZA......uerverrersrenssersssenssassssssssesssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssassssssssanses 96
9.1 Navier-Stokes egyenlet (p =dll., f1=GIL) ....cccocevivinniiniriiiiiiiiiiiicce 97
9.2 Kontinuitasi egyenlet (0 = dlL) ..o 98
9.3 Hasonldsagi feltételek ... 98
9.4 Dimenzidtlan jellemzok szemléletes jelentése...........cccccovuvuviriiiiiiiiiiiiiiiiiine, 101
9.5 Aramlasba helyezett testekre Natd €16 ..........ooo.oerveervverrveervesersssessseessseesssessseensseas 101

HivatKOZASOK.....cucueeeeeeitinnncns s sssssssssssssse s sssens 110



Jelolésjegyzék

A tablazatban a tobbszor el6forduld jelolések elnevezése, valamint a fizikai mennyiségek
esetén azok mértékegysége talalhatd. Az egyes mennyiségek jelolése — ahol lehetséges —
megegyezik hazai és a nemzetkozi szakirodalomban elfogadott jelolésekkel.

Latin bettik
Jelolés Megnevezés, megjegyzés, érték Mértékegység
A feliiletelem-vektor m?
A keresztmetszet m?
a gyorsulas m/s?
a hulldmterjedés sebessége kozegben (hangsebesség) m/s
b binormadlis egységvektor 1
c lapathturhossz m
Ce, Cf ellenallas- és, felhajtoerd-tényezd 1
o helyi dimenzidtlan fali surlodasi (,,skin friction”) 1
tényezd
Cv, Cp izochor, izobar fajh6 J/(kg'K)
cp statikus nyomastényezd 1
D sebességtér derivalttenzora m/s
d jellemzd méret, &tméro m
E Young-féle rugalmassagi modulus Pa
e érintiranyu egységvektor 1
Eu Euler-szam 1
F erd N
f frekvencia Hz
Fe, F: ellendllas- és, felhajtéerd N
Fr Froude-szam 1
g térerdsség vektor N/kg
H, h magassag m
I impulzusvektor kg-m/s
| impulzusaram-vektor kg-m/s*
ij k x, Y, z-irdnyu egységvektorok 1
i csatornaesés 1
K k konstans
K nedvesitett kertilet m
k érdesség-magassag m
L1 szakasz hossza, jellemz6 méret, szarnyfesztav m
M folyadék altal a testre kifejtett nyomaték Nm
m tomeg kg



Ma Mach szdm 1

n normal irdnyu egységvektor 1

P nyomasbol szarmazo erd N

p nyomas Pa

Gm tomegdram kg/s

Jo térfogatdram m3/s

R folyadékrdl testre a hato erd N

R, r sugar m

R specifikus gazallando (levegd = 287) J/(kg-K)

Ru univerzalis gazallando6 = 8,314 J/(mol-K)

r helyvektor m

Re Reynolds-szam 1

S surlddasbol szarmazo erd N

S sikloszam = ct / ce 1

s vonalelemvektor m

S0 folyadékdarab kezdeti pozicidja m

Str Strouhal-szam 1

T abszolut hémérséklet K

t id6 s

Tu turbulenciafok 1

u potencialfiiggvény Nm/kg

u x-irdnyu sebességkomponens mjfs

Vv térfogat m?

V, vo, U zavartalan megfuvasi sebesség mjfs

\4 sebességvektor m/s

w relativ sebességvektor m/s

x x-koordinata m

y y-koordinata m

z z-koordinata, geodetikus magassag m
Gorog bettik

Jelolés Megnevezés, megjegyzés, érték Mértékegység

a kontrakcios tényez6 (atfolydsi szam) 1

a megfuvasi szog rad

y szogelfordulas rad

r cirkulacid m?/s

0 falvastagsag m

AA feliiletelem-vektor nagysaga m?

Ap’ nyomasveszteség Pa

AV térfogatvaltozas m3
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Indexek, kitevok

elemi kocka oldalhosszusaga
expanzios tényezd

relativ megrovidiilés
veszteségtényezd
hatéasfok

altalanos szog koordinata
izentropikus kitevd
csOsurlodasi tényezd
dinamikai viszkozitas
kinematikai viszkozitas
fajtérfogat

dimenziotlan jellemzd
stirtiség

nyomofesziiltség
csusztatofesziiltség
szOgsebesség vektor

_om = 3

rad

kg-m/s
m?/s
m3/ kg

kg/m?
Pa

Pa
radfs

Jelolés Megnevezés, értelmezés

1 merdleges komponens

oo végtelen tavoli hely (zavartalan dramlas)
) legsziikebb keresztmetszet
0 kezdeti hely, eredeti allapot
a tehetetlenségi erStér

b belsd

BC Borda-Carnot

be bedramlas

C centrifugdlis

Cor Coriolis

D diffazor

din dinamikus

e egyenértékli

e ellen

f fiistgaz

foly folyadékra vonatkozé

g erdtérbdl szarmazo

g zart gorbe

g gbz

h hatar

id idealis eset



jell jellemzd
k kiils6
k csOkonyok
ki kidramlasi
krit kritikus
lev levegd
m modellre (kismintara) jellemzd
n altalanos hatvanykitevo
0 0ssz
p nyomasbol szarmazd
R redukalt
s surlodasi
st statikus
T torlopont
t tehetetlenségi
t tartaly
tol télozar
viz viz
x-irdnya
y y-iranyta
z z-irdnyu
Roviditések
Jelolés Megnevezés, értelmezés
AV aramvonal
CFD numerikus aramlastan (Computational Fluid Dynamics)
HR hatarréteg
ISA International Standard Atmosphere
S siklészam = ct /ce
NY nyomott oldal
RMS négyzetes kozépérték (Root-Mean-Square)
SZ szivott oldal
VAR viszkozus alapréteg



1  Folyadékok sajatossagai, fizikai mennyiségek és leirasuk

Mi is az daramldstan? Az dramldstan nem mds, mint nyugvd/mozgd és ezen belill is
cseppfolyds/gaznemii folyadékok sajatossagaival, fizikai jellemzdivel foglalkozd mérnoki
tudomanydg, ami tulajdonképpen a mechanika egy részteriilete. Taldn igy elsére némi
meglepetésre adhat okot az, hogy az dramldstan szakteriiletén beliil a gdznemt kozegeket is
folyadékoknak tekintjiik, ugyanakkor példaul a levegd aramlasa bizonyos feltételek mellett
hasonldan irhato le, mint a vizé.

A mérnoki gyakorlatban szamos esetben szembesiilhetiink azzal a feladattal, hogy egy
adott kozeget kell egyik helyrdl a masikra szallitani (pl. ivoviz-halézatok), de akar kiilonféle
technoldgiai folyamatok (pl. élelmiszeripar) esetén is sokszor alkalmazunk kiilonb6zd
folyadékokat. Ahhoz, hogy ezeket megvalositsuk, dramldstani berendezéseket kell épitentiink,
amelyekhez szorosan kotédik a szilardtest mechanika, azon beliil is a szilardsdgtan. Eppen
ezért az aramlastan gyakran kéz a kézben jar a mechanikaval, igy a jelen targy keretein beliil
hangsulyos aramlastani vonulat mellett stir(in fel fog tinni a szilardtest mechanika is.

1.1. Abra. Autémotor-hiitéventildtor [1].

Példaként vegyiik az 1.1. abran lathaté motor-hiitéventilatort. Taldn elsére nem is
gondolnank, hogy tobb évtizednyi dramlastan van becsomagolva ebbe. a ranézésre
egyszertinek tiind aramlastechnikai gépbe. Ugyanakkor a tervezés soran tobb, igen fontos
szempontot is szem el6tt kell tartanunk. Egyfeldl elsddleges feladtunk a megfeleld
levegédmennyiség biztositasa, azaz kelléen nagy légtechnikai teljesitménnyel kell rendelkeznie
a ventilatornak. Mindezt j6 hatdsfokkal kell tudnia megvalositania, ezzel minél kevesebb
teljesitményt elvonva a hajtastol. Masfeldl ezt a lehetd legalacsonyabb zajterhelés mellett kell
megoldani (sarld alaku ventilatorlapatok). Végiil, a motortér korlatolt mérete kovetkeztében
sziikséges a berendezés miniatiirizalasa is. Annak érdekében, hogy mélyebb betekintést
nyerjink a folyadékok, valamint az aramlastan vildgaba, a kovetkezOkben targyaldsra
kertilnek a folyadékok fontosabb tulajdonsagai é€s a gyakran el6forduld fizikai mennyiségek.



1.1  Szilard anyagok és folyadékok 6sszehasonlitasa

A szilard testek és a folyadékok kozti kiilonbséget egy gondolatkisérlettel szemléltethetjiik,
melyet az 1.2. dbra mutat be. Vegyiink egy szilard lapot, erre rogzitsiink (pl. ragasztassal) egy
szilard testet, melyet feliilr6l egy szintén szildrd, vékony lemez hatarol, melynek jellemzd
feliilete legyen A. A fels6 lemezre hassunk egy F — lappal parhuzamos — erdvel. Mivel
oldaliranybol nem hat er6 erre a szildrd rétegre, igy minden metszetében ugyanaz a t
csusztatofesziiltség fog ébredni, melyet ki tudunk fejezni igy, mint az F erd és a vizsgalatra
jellemz6 A feliilet hanyadosa. Az els6 fontos tapasztalat, hogy az F eré hatdsdra egy y
szogdeformacio kovetkezik be, amely aranyos a 7 csusztatofesziiltséggel (Hooke-torvény). A
masik, hogy amennyiben fokozott deformdcionak tessziik ki az szildrd anyagot, akkor az egy
id6 utan elnyirddik, az anyag szerkezete tonkremegy.

1.2. abra. Szildrd test (bal) és folyadék (jobb) deformdcidja.

Ezutén vegylink megint egy szilard lapot, erre vigytiink fel egy vékony folyadékréteget (pl.
kenjiink meg olajjal), és helyezziink rd egy lapot, melyre szintén hassunk F er&vel.
Ammennyiben allando ez az F erd, akkor azt tapasztaljuk, hogy a fels6 lap mozgdsba jon egy
u allando sebességgel. Képzeletben jeldljiink ki egy olyan vonaldarabot (pl. vékony tintacsik),
amely mindkét lap feliiletére merdleges. Ez alapjan a kovetkezd megfigyeléseket tehetjiik:

1) Ahogy a felsé lap egy u alland6 sebességli mozgasba jon, a vonaldarab felsé pontja
mindenkor odatapad a felsé laphoz és vele egyiitt mozog tovabb, a vonaldarab alsé pontja
pedig egy helyben marad (1.2. dbra). Ez a tapasztalat a tapadds-térvényeként
fogalmazhaté meg, amely a kovetkez6t mondja ki: szildrd fal kizvetlen kozelében a folyadék
sebessége megegyezik a fal sebességével.

2) Deformdcié valdsul meg a folyadékban is, mely a deformacids sebességgel jellemezhetd,
ami nem mds, mint az egységnyi idé alatt bekovetkezd szogelfordulas (dy/dt). A
tapasztalatazt mutatja — szemben a szilard anyagokkal —, hogy a deformacios sebesség lesz
aranyos a 7 csusztatofesziiltséggel.

3) Egy masik jelentés kiilonbség, hogy a folyadékok folytonosan és korlatlanul
deformdlhatok az altalunk alkalmazott mérnoki szemléletben. Mindazonaltal érdemes
megjegyezni, hogy bizonyos esetekben a tulzott deformacié hatdsara a folyadékban
eléfordulhatnak anyagszerkezettani valtozasok (pl. tejben 1év§ zsir 6sszedllhat nagyobb
darabokba = tejbdl kikopiiljiik a vajat), melyek gatoljak a korlatlan deformaciét.



A fenti tapasztalatok 0sszefoglalva (1.1. tablazat):

1.1. tablazat. Szildrd anyagok és folyadékok tulajdonsdgai.

Szilard Folyadék
dy ~ ©=F/A (Hooke-torvény) dy/dt~t
fokozott igénybevétel — tonkremenetel folyamatos, korlatlan deformacio

érvényes a tapadas torvénye

1.2 Newton-féle viszkozitasi torvény

Az el6z6 alfejezetben lathattuk, hogy a folyadékok targyaldasanal kulcsfontossagu a
deformacids sebesség. Ennek azonban van egy f6 alkalmazasbeli korldtja: a szogelfordulas
kozvetleniil nem, illetve csak nehezen mérhetd a folyadékokban. Ebbdl kifolydlag célszert a
deformacios sebességet példaul a konnyebben mérhetd sebesség jellemzdkkel kifejezni.

Ehhez ragadjunk meg egy kis vonaldarabot a folyadékrétegen beliil, tovabba vegyiink fel
egy vizsgalati koordindta-rendszert. Az x-tengely mutasson a zardlapokkal parhozamosan, az
y-tengely pedig legyen a lapokra merdleges. Ily mddon a folyadékban jeldljiink ki egy dy
nagysagu folyadékdarabot, és figyeljiik meg ennek mozgasat (1.3. abra).

ve(y + dy) = ve(y) + Frdy

dy | T dy

Uy (y)

-

1.3. abra. Sebességeloszlds a folyadékrétegben.

Megallapithato, hogy a folyadék sebessége a folyadékrétegen beliil valtozékony, hiszen a
tapadas torvényének értelmében az alsé lapnal zérus (all6 lap), a fels6 lapnal pedig u lesz a
sebessége. A vonaldarab als6 végpontja egy adott y koordinatahoz tartozdan vx(y) sebességgel
fog mozogni x-irdnyba. A fels6 végpont sebességéhez vegyiik a lap aljan érvényes vx(y)
sebességet és adjuk hozza az x sebességkomponens y-irdnyu valtozékonysagat (0vx/dy)
megszorozva a dy helyvaltozassal.

Vizsgaljuk meg, hogy egy bizonyos dt id6 alatt mennyit haladt elére a folyadékdarab felsé
végpontja az also végponthoz képest, vagyis hogy mekkora a dy szdgelfordulas. Ehhez a fels6
végpont elmozdulasbdl vonjuk le alsé végpontét. Ezen elmozdulas tovabba kifejezhetd a dy
mint elforgatas kar és a dy szogelfordulds szorzataként:

v,
(vx + Wdy) dt — v, dt = dydy (1.1)
Atrendezés utan:
dy 0v,
i E (1.2.)

9



Tehat a deformdcios sebesség tigy irhatd fel, mint az x-irdnyu sebességkomponens y
szerinti parcidlis derivaltja, amely a szogelfordulassal ellentétben mar mtszakilag jol
megfoghatd fogalom. Isaac Newton volt az elsd, aki megallapitotta, hogy a deformacios
sebesség és a csusztatdfezsiiltség egyenes aranyos, ahol az ardnyosagi tényezd a kozeg
dinamikai viszkozitasa (ezzel késObb még részletesebben foglalkozunk), melyet p-vel
jelolink.

A Newton-féle viszkozitas torvény:

0V,

(1.3.)

Mivel a folyadék oldalso feliiletén nem hat erd, illetve az atomszférikus nyomasbdl adéddan
kiegyenlitédnek, igy minden y folyadékrétegben 1(y) = dll. cstisztatofesziiltség jellemzé. Ez a
fenti egyenlet értelmében azt jelenti, hogy dvx/0y = dll., vagyis az x-irdnyii sebességkomponens
linedarisan vdltozik y fiigguényében.

A Newton-féle viszkozitds torvény egyik kovetkezménye, hogy nyugvé folyadékban a
stirlédds zérus, hiszen ha a deformacids sebesség tart a nulldhoz, akkor a cstisztatéfesziiltség
szintén nulldhoz tart. Masik oldalrdl ez azt is jelenti, hogy ugyan relativ hosszt id6 alatt, de
akar kis er6hatassal is deformalni tudjuk a folyadékot (pl. vizben 1év$ csénak odahuzasa a
parthoz). Vagyis er6hatas kovetkeztében a newtoni folyadék deformalédik, mozgasba jon. Ez
kiilonosen fontos a technoldgiai kozegek mozgatasanal, ahol figyelembe kell venni, hogy
mekkora erShatas sziikséges a feladat megvalositasahoz.

A miiszaki életben a technikai folyadékok nagy része eleget tesz a Newton-féle viszkozitasi
torvénynek, igy ezzel dsszehangban, az ilyen tipusa folyadékokat newtoni folyadékoknak
nevezziik (pl. levegd, viz, olajok). A tovabbiakban a newtoni folyadékokra — ha csak erre
vonatkozoan kiilon emlitést nem tesziink — egyszertien folyadékokként hivatkozunk.

1.2.1 Viszkozitds
Vizsgdjuk meg, hogy mi az (1.3.) egyenletben szerepld u dinamikai viszkozitds mértékegysége.
Ez konnyen levezethetd a kovetkezdk szerint:

dy
v,

m N m kgm m kg
|=pal =T - (14)
m/s m?m/s s*m?m/s m-s

=1 |

A dinamikai viszkozitds helyett gyakran az ugynevezett kinematikai viszkozitdst
hasznaljuk, melyet a kovetkezdképpen definialunk:

2
v = % [mT] (1.5.)
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Erdemes megvizsgdlni hogyan valtozik a kinematikai viszkozitds a hémérséklet
fiiggvényében gaznem és cseppfolyds kozegek esetén (1.4. abra):

V A

gaznemu

cseppfolyos
»T

1.4. abra. Kinematikai viszkozitds a hdmérséklet fiiggvényében.

Megftigyelhetd, hogy gaznemi kozegek esetén a kinematikai viszkozitds kozel linedrisan
nd a hdmérséklet fiiggvényében. Ennek oka, hogy gadznemii kozegek esetén a viszkozitds a
molekulak {itk6zésébdl ered. Mivel a hémérséklet novelésével egyre intenzivebbé valik a
hémozgas, egyre strlibben {itkoznek a gdzmolekuldk, amely viszkozitdsnovekedést
eredményez. SzélsGséges esetben el6fordulhat, hogy a hdmérséklet novekedésébdl szarmazd
viszkozitdsnovekedés (pl. égéslevegd elOmelegitése) figyelmen kiviil hagyasa, az
aramlastechnikai gép tonkremenetelét okozhatja.

Eppen ellenkez§ trend figyelhetd meg cseppfolyds kozegek esetén. Ha ezen kozegeket
melegitjiik a viszkozitdsuk csokken. Ez abbdl eredeztethetd, hogy a cseppfolyds kozegek
stirtisége jellemzden nagysagrendekkel nagyobb a gazok strliségénél (piev = 1,2 kg/m?>> pviz =
1000 kg/m?), vagyis cseppfolyds kozegekben a molekuldk kozelebb helyezkednek el
egymashoz képest. Eppen ezért a viszkozitas a molekuldk kozotti vonzdersbsl adodik. Ez a
vonzoerd a hémérséklet novelésébdl szarmazd intenziv hémozgas kovetkeztében gyengiil,
amely a viszkozitds csokkenéséhez vezet. Ennek tipikus alkalmazdsi példdja az
olajozorendszerek, ahol a konnyebb keringtetés végett érdemes a kdzeget elémelegiteni.

1.3 Fizikai mennyiségek

Az aramlastan tdrgyaldsa soran elengedhetetlen, hogy bevezessiink bizonyos fizikai
mennyiségeket. Ebben az alfejezetben 0Osszegytjtottiik és részletezziik a leggyakrabban
eléfordulokat.

1.3.1 Siirtseg

Vegyiink fel egy vizsgalati koordinata-rendszert, és a folyadéktérbdl jeloljiink ki egy kis
folyadékdarabot, melynek legyen tomege és térfogata rendre Am és AV (1.5. dbra).

1.5. abra. Siiriiség.
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Ezt kovetden kezdjiik el zsugoritani ezt a megfigyelt folyadékdarabot, amig egy elemi kis
folyadékdarabot nem kapunk. Ezaltal egyfeldl kozelebb keriiliink a megértéshez, masfeldl ezt
az eljarast alkalmazzuk az tun. numerikus aramldstanban (Computational Fluid Dynamics =
CFD). Ez egy olyan mddszer, amelyben az dramlasi teret elemi kis részekre osztjuk fel és
ezekre a kis elemi részekre az dramlastan egyenleteinek kozelitd megoldasaval
szarmaztathatok a kiilonbozd fizikai mennyiségek (pl. stirtiség, sebesség, hdmérséklet, stb.). A
stirliség matematikai megfogalmazasa:

. Am
= dm oy a6)
Hogy milyen mértékben zsugorithatjuk a vizsgdlt térfogatot? Egyrészt legyen sokkal
kisebb, mint az 4ramldsi tér, hiszen ez teszi lehetévé, hogy kelléen finom felbontassal
végezziik a szdmitdsainkat. Masrészt legyen sokkal nagyobb, mint a molekuldris méret, mivel
ez esetben el6fordulhat, hogy az egyik pillanatban lenne egy molekula a vizsgalt térrészben
viszont a masik pillanatban viszont mar nem. A slir(iség ingadozna, amelyet mérnoki
szempontbol nem tekintiink relevansnak. A stirliség fontos jellemzdje, hogy altaldaban térben
és idOben is valtozékony (p = p(r, t)). Matematikai szempontbdl a slirliség egy

skaldarmennyiség, vagyis egyetlen szdmmal jellemezhetd, igy egy skalartér irja le.
1.3.2  Nyomads

Képzeletben jeloljiink ki a folyadéktérben egy zart térrészt, ezen belill pedig egy
feliiletdarabot, melynek nagysaga legyen AA (1.6. abra). Vezessiik be a feliiletelem-vektor
fogalmat, melynek jelolése AA és jellemzdi a kovetkezok:

a) nagysaga megegyezik magdanak a feliiletnek a nagysagaval: |AA| = AA
b) merdleges a vizsgalt feliiletre,
c) a zart feliilet irdnydbdl mindig kifelé mutat.

Zane)

1.6. abra. Nyomus.

A tapasztalat az, hogy nyugvo, illetve surlodasmentes folyadék esetén a kornyezd
folyadéktér altal kifejtett er6 parhuzamos a feliiletelem-vektorral, vagy masképp: a kornyezd
folyadéktér altal kifejtett erd merSleges a feliiletre. Igy a nyomés:

|AF|

= A‘l/l_l'gz @ (17)

p

A nyomas a stirliséghez hasonloan szintén skaldrmennyiség (p = p(, t)), igy skalartérrel
irhatd le.
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1.3.3 Sebesség

A sebesség egy vektormennyiség, amit az aramldstanon beliill gyakran Descartes-féle
koordinata-rendszerben jellemziink, igy harom komponensével szokas foglalkozni:

Ux
V= [Uy] =v(r,t) (1.8)
Vz

A sebesség mind térben és id6ben is valtozékony, mely az el6z mennyiségekkel
ellentétben matematikailag vektortér segitségével irhato le.

1.4 Fizikai jellemzdk térbeli valtozékonysaga

Gyakorlati szempontbdl lényeges, hogy a kiilonféle fizikai jellemzdk térben valtozékonyak
lehetnek. Gondoljuk csak bele, ha péld4ul egy folyadékdarab valamelyik iranyba gyorsul, az
azt jelenti, hogy erdk hatnak ra. Toébbek kozott ilyen erd lehet a nyomasbol szarmazd erd,
amihez sziikséges, hogy a nyomas térben valtozékony legyen, a nyomasbdl szarmazd erdk ne
egyenlitsék ki egymast. A kovetkezdkben roviden attekintjiik, hogyan lehet matematikailag
kifejezni e térbeli valtozékonysagot.

1.4.1 Skaldarjellemzo

Vegyiink fel a folyadéktérben egy derékszogli koordindta-rendszert, legyen az r
helyvektorhoz tartozé pont nyomasa p. Tegyiik fel, hogy egy elemi kis dr szakasszal odébb
egy dp nyomasvaltozas figyelhetd meg. Ebben az esetben ez a nyomadsvaltozas kifejezhet6 az
alabbi modon:

dx
_dp, dp . dp [ Op 0p _
dp = o dx + 3y dy + % dz = ox 9y oz Z}ZJ =gradp -dr (1.9.)

ahol grad p a folyadéktér nyomasgradiense.
1.4.2  Vektorjellemzo

Egy folyadékdarab gyorsuldsa adodhat akdr abbdl is, hogy egy vektorjellemzd (pl. sebesség)
valtozik az aramlasi tér kiilonboz6 pontjai kozott. Hasonloképpen a skaldrjellemzdkhoz, a
vektorjellemzOk térbeli valtozékonysaga is meghatarozhatd ugy, hogy képezziik az egyes
vektorkomponensek gradiensét:

[0V, 0V, v, = 1 [0V, 0V, 0vy]
de + Wdy + Edz E W E
dv = aﬁdx+aﬁdy+aﬂdz I aﬁ[z; = Ddr (1.10.)
0x y 0z ox 0dy 0z dz o
%dx + %dy + ov; dz v, 0v; 0v
| 0x dy dz 1 Lox 0dy 0z

ahol D a sebességtér derivalttenzora.
1.5 Folyadékmozgas leirasa

A folyadékmozgas leirdsanak szempontjabdl alapvetden két 6 szemléletet tudunk kovetni a
pontos miszaki feladattdl fliggden. Ezek az aldbbiak:
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1.5.1 Lagrange-féle

Ezt a modszert akkor alkalmazzuk, amikor valamilyen okbol szamit, illetve sziikséges
tudni, hogy egy adott folyadékdarab honnan jott, mi az el6élete (1.7. dbra). A gyakorlatot
tekintve ez a leirds el6nyds, ha példaul egy atomerdmii esetén nukledris katasztrofa
kovetkezik be, és szeretnénk megvizsgdlni, hogy a felszabadulo6 radioaktiv szennyez6dés az
atmoszféraban hogyan terjed tovabb, hova fog eljutni. Ennek ismeretében akar tervezhetévé
valik a kornyez¢ telepiilések evakuacidja.

1.7. abra. Folyadékmozgds leirdsa: Lagrange-féle (bal), Euler-féle (jobb).

Az aramlastani jellemzdket, pl. sebességet a mechanikdban megismert mddon tudjuk
szarmaztatni (v = dr/dt). A Lagrange-féle leirdsmod jellegzetessége, hogy az id6 (t) mindig
megjelenik, mint fiiggetlen valtozd, nem tudjuk kikiiszobolni az dramlastani egyenletekbdl,
vagyis mindig idofiiggo.

1.5.2  Euler-féle

Amennyiben a feladat jellegébdl adédoan nem érdekes szamunkra, hogy pontosan honnan
jott, illetve, hogy hova fog tartani a vizsgalt részecske, akkor az Euler-féle leirdasmod
hasznalhato. A modszer kizarolagos motivacidja a tér egy adott pontjdAban a sebesség
nagysaganak és irdnyanak meghatarozasa (1.7. abra).

Ennek a leirdsmddnak a legnagyobb elénye, hogy ha az dramlds idében dllandésult, un.
staciondrius aramlads (nem fiigg az id6tdl), akkor a sebesség kifejezhetd kizardlag a hely
fiiggvényében. Vagyis kikiiszobolhet6 az id6, mint valtozd, amely jelentds egyszeriisitésekhez
vezet a mérnoki szamitasaink soran. Ez matematikai szempontbodl a kovetkez6t jelenti (1.2.
tablazat):

1.2. tablazat. Staciondrius és instaciondrius dramlds.

Idében allanddsult, stacionarius aramlas Id6fiiggd, instaciondrius dramlds
0 * 0 0 * 0
_—= I 7‘:
ot ot

1.6 Eroterek

A folyadékok dramldsa soroan fontos szerepet jatszhatnak a rajuk hato eréterek. Ezek szintén
vektortérként irhatok le, mivel a tér minden pontjadban egy-egy térerdsségvektor mutatja meg,
hogy az er6térbdl fakaddan mekkora eréhatas ér ott egy egységnyi tomegii folyadékrészt. A
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térerdsség mértékegysége [N/kg]. A kovetkezOkben olyan erétereket, illetve azok folyadékra
gyakorolt hatdsat vizsgajuk meg, melyek tipikusan el6fordulnak dramlastechnikai
alkalmazasokban.

1.6.1 Nehezségi erotér

Amennyiben a vizsgdlati koordindta-rendszer megfelel az 1.8. abran lathatéval, ugy a
nehézségi erdtérbdl adddoan egy z-tengellyel parhuzamos, lefelé iranyuld eré hat a
folyadékrészre.

a) b)
7,

F

c) d)

1.8. abra. Erdterek: a) nehézségi b) tehetetlenségi c) centrifugdlis d) Coriolis.

Szamszer(siteni az erdtereket a térerdséggel tudjuk, ami nem mads, mint az eqységnyi tomegii
folyadékra hato erdétérbdl szdrmazo erd. Ennek matematikai leirdsa nehézségi erdtér esetén:

g=—gk (1.11.)
Ezt a koznyelvben gyakran nehézségi gyorsulasnak is nevezik, melynek m/s? a

mértékegysége, azonban az dramlastan keretein beliil — az ennek teljesen megfeleltethet6 —

N/kg jobban illeszkedik a térer&sség definiciojahoz, igy a tovabbiakban ezt alkalmazzuk.

Ehhez kapcsoloddan vezessiik be a potencidlos erdtér fogalmat. Egy erdtér potencidlos, ha a
térerésségvektorhoz tudunk talalni egy olyan U skalarjellemz6t melyre igaz, hogy:

g = —gradU (1.12)

Ebben az esetben U-t az erdtér potencidlfiiggvényének nevezziik. Vizsgdljuk meg a
nehézségi erdtér potencial fliggvényét (jelen esetben integralds z szerint és szorzas -1-gyel):
0
0
-9
A szamitasok soran altalaban a potencidlok kiilonbségével kell szamolnunk, igy az
integralasi konstanst onkényesen megvalaszthatjuk K = 0-ra.

g= © U=gz+K = U=gz (1.13.)

=0
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1.6.2  Tehetetlenségi erdtér

Képzeljiink el egy buszt, melyben gorkorcsolyaval a labunkon allunk (1.8. dbra). Egészen
addig, ameddig a busz egyenes vonalu egyenletes mozgast végez, nem mozdulunk el egyik
iranyba sem. Ellenben, ha a busz a gyorsulassal gyorsulni kezd, a busszal egyiitt mozgd
rendszerben azt érzékeljiik, hogy az a gyorsulassal ellentétes iranyu er6tér hat:

g,=—a=—ai © U,=ax (1.14.)

Az el6z6 két példa alapjan belathatd, hogy a potencidlfiiggvény képzésénél a negativ
elGjelre azért sziikséges, hogy abba az iranyba novekedjen a potencialfiiggvény értéke, amerre
a folyadékrész ,nehezebben” tud haladni az er6térrel szemben. A nehézségi térerd esetén
novekvd z-koordindta irdnyba kell legydzniink a nehézségi erbteret (pl. 1épcsdzés felfelé). A
tehetetlenségi erdtér esetén pedig az x-koordinata irdnyaba né a potencial, hiszen abba az
iranyba , nehezebb” haladni (pl. gyorsuld buszon el6refele sétalas).

A tehetetlenségi erdtér egyik miszaki életben eléforduld példdja az élelmiszeripari
tejcsomagolds, ahol a futoszalagon érkezd, még nyitott tejesdobozbdl a tej kilottyenhet,
amennyiben tul nagy a futdszalag gyorsulasa.

1.6.3  Centrifugdlis erétér

Megfigyelhetd, hogy forgdrendszer hatasara (pl. ipari szupercentrifugak) a stiriség kiilonbség
elvén egy keverék kiilonféle komponensei szétvalaszthatok. Ennek oka, hogy egyiitt forgo
rendszerben megjelenik az Un. centrifugdlis erdtér (1.8. abra), amely minden egyes
folyadékrészt a sugarmentén kifelé terel, ennek térerdssége:

(1.15.)

1.6.4  Coriolis-eritér

Most vegyiink egy olyan forgérendszert, amely esetén valamilyen folyadék-elmozdulas is
torténik. Erre kivald példa maga a Fold bolygd. A Fold forog valamekkora w szogsebességgel,
tovabba tegyiik fel, hogy az Eszaki-sark iranyabdl megindul egy légéramlat az egyenlitd felé,
ennek relativ sebességét jelolje w. Kiilsé kényszer hijan a leveglrészecskék nem tudnak
alkalmazkodni ahhoz, hogy tdvolodva forgastengelytdl elvégezzék az egyre nagyobb és
nagyobb Kkertiileti sebességli forgast. Ebbdl kifolyolag azt tapasztaljuk, hogy a
levegdrészecskék lemaradnak a Fold forgasahoz képest. Ez egyiitt forgd rendszerben ugy is
szemlélhetd, mintha egy olyan er6tér lenne jelen, ami eltériti a levegOrészecskéket. Ennek neve
Coriolis-erétér, melynek térerdssége:

8cor = 2W X @ (1.16.)

Ezzel az er6térrel nem csak a meteoroliga foglalkozik, hanem gyakran kell szamolnunk
hatasaval a kiilonféle aramldstechnikai forgogépek esetén is (pl. szivattyuk, ventilatorok,
turbindk, stb.). Ehhez az erdtérhez nem taldlhaté potencidlfiiggvény, igy az el6zdkkel
ellentétben ez nem potencidlos er6tér. A szamitasok soran ez nehézséget okoz mas erdterek
figyelembevételével szemben, azonban bizonyos esetekben kikiiszobolhetd.
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Ezzel szemben a potencidlos erdterek egyik nagy elénye, hogy az dramlastani szamitasok
soran a kiilonféle erSterek hatdsa Osszegezhet6 gy, hogy Osszeadjuk a
potencidlfiiggvényiiket. Erre a kés6bbiekben példédkat is fogunk latni.

1.7 Gaz, goz, cseppfolyos kozeg

A folyadékok lehetséges halmazallapotainak megértéséhez nézziik az 1.9. dbra képeit. Az dbra
aljdan egy munkahenger lathatd, melynek térfogata egy dugattytival valtoztathato,
hémérséklete allando értéken tarthatd egy hdcseréld segitségével, nyomadsat pedig egy
nyomasmérd jelzi. A henger belsejében ismert tomegii vizgéz van. A vizgéz tomegének és a
henger térfogatanak ismeretében szamithatd a gbz stirtisége, melynek reciproka a v fajlagos
térfogat.

>

p i

telitett g6z

latens hé \ T
felszabadulas '

nyomasmero

o e IF

flitészal

U :Q ~ cseppfolyds

U

[ vizgbz, m = dll*

1.9. abra. Allapotvdltozds hengerben.

Ha a dugattyat mozgatva a gbz fajlagos térfogatat linedrisan csokkentjiik, és ennek
figgvényében a nyomasmérd altal jelzett nyomast abrazoljuk, akkor az 1.9. abra diagramjan
lathaté T = dll. gorbéket kapjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a fajlagos térfogatot csokkentve a
nyomas egy darabig novekszik, majd egy ponton a novekedést egy allandd érték valtja fel.
Egyuttal vizcseppek jelennek meg a dugattyuban, a fajlagos térfogatot tovabb csokkentve
egyre nagyobb mennyiségben, mikozben tn. latens hd szabadul fel. Mignem az Osszes goz
cseppfolydssa alakul. Ezutan a viz tovabbi térfogatcsokkenést csak nagy nyomasnovekedéssel
visel el, a gorbék igen meredekek lesznek, mivel a cseppfolyds kozegek csak kis mértékben
Osszenyomhatok.

A T=ll. gorbék tehat két helyen tornek meg, a géz-cseppfoly0s fazisatalakuldshoz tartozo
legnagyobb, illetve legkisebb v értéknél. Ha a kiilonb6z6 hémérséklethez tartozod gorbék
toréspontjait 0sszekotjiik, egy hatarold gorbét kapunk, melynek van egy maximuma. Ezt a
maximumut kritikus pontnak nevezziik. A kritikus ponthoz minden anyag esetén egy
bizonyos viit, pirit, Tkt érték tartozik, melyek a kozeg fontos jellemzdi, tablazatbdl kinézhetd
adatok. Amennyiben T >> Twita kozeget gdznak nevezziik. A hatarol6é gorbe alatt a kozeg
egyszerre van jelen cseppfolyds és g6z halmazallapotban, ahol a gdéz telitett. A hatdrold
gorbétdl balra a kozeg csak cseppfolyos, attol jobbra pedig géz halmazallapota. A kritikus
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pontban a g6z halmazallapott kozeg egybdl teljesen cseppfolyossa valik, atmeneti szakasz €s
latens ho felszabadulasa nélkiil. Tiit feletti hdmérséklet esetén a gbz nem cseppfolyosithatd. A
T = dll. gorbéket ez esetben egy izotermikus hiperbola irja le, azaz a diagram két tengelyének
p-v szorzata allando. Ennek megfelelden, viselkedését az idedlis gazra vonatkozo gaztorvény
irja le:

v=—=RT 1.17.
Py =2 (117,

ahol R a specifikus gazallandé. Ertékét az R,, univerzalis gazallando és a kozeg M molaris
tomegének segitségével hatarozhatjuk meg;:
Ry

R=¢ (1.18.)

Az univerzalis gazallando értéke Ru = 8,312 J/(mol:K). A specifikus gazalland6 értéke
levegére R = 287 J/(kg'K). A levegd kritikus hémérséklete Twit = 132 K. Mivel a miszaki
alkalmazasokban el6forduld levegdkozegek hdmérséklete jellemzben ennél jelentdsen
magasabb, a levegdt altaldban idedlis gaznak tekinthetjiik. Ezzel szemben a viz kritikus
hémérséklete Twit = 647 K, vagyis a miiszaki alkalmazdsoknak megfeleléen a vizre altalaban
nem tekinthetiink idedlis gazként. Igy cseppfolyds, vagy g6z kozegként kell szamitdsba
venniink.

Ahogy az 1.9. dbran lathattuk, a géz-cseppfolyds fazisatalakulas egy adott ps telitési
gbznyomadson megy végbe minden hdmérsékleten. Ezt a telitési géznyomast dbrdzolja az 1.10.
abra a hémérséklet fliggvényében. A telitési gbéznyomds gorbéje, melyet tenzidgorbének
neveziink, tehat azt dbrazolja, hogy adott hdmérsékleten mekkora nyomadson torténik meg a
cseppfolyds-géz fazisatalakulds. Az dabrazolt gorbe felett cseppfolyds, alatta goz
halmazallapotu a kozeg. A viz forrasaval, illetve lecsapddasaval kapcsolatos tapasztalatainkat
altalaban alacsony tengerszint feletti magassagon, kb. 10° Pa nyomason szerezziik, igy az
altalunk megszokott forrdspont 373 K. Nem ez a helyzet, ha nagyobb tengerszint feletti
magassagon, pl. a Himaldjadban szeretnénk vizet forralni, mivel ekkor az alacsonyabb 1égkori
nyomas miatt mar alacsonyabb hémérsékleten megtorténik a fazisatalakulds. Szintén valtozik
a viz forraspontja, ha f6zés soran kuktat alkalmazunk. Ekkor az edényben a légkorinél
nagyobb nyomas jon létre, igy a viz 373 K-nél magasabb hdémérsékleten is cseppfolyds
allapotban maradhat.

P [Pa]

225908 f---==m-mmmmmmmmnme-

Himaldja
10° [----- .
2000 !
273 373 647

> T [K]

1.10. abra. Viz tenzidgorbéje.
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A viz altaldban véve egy cseppfolyds kozeg. Azonban az 1.10. dbra szerint alacsonyabb
hémérsékleten is g6z halmazallapotiva alakulhat, amennyiben nyomasa jelentdsen lecsokken
a légkori nyomashoz képest. Mint azt késobb latni fogjuk, a kozegek dramldsa (pl. a sebesség
novekedése) akar jelentds nyomascsokkenéssel jarhat, amely miiszaki szempontbol komoly

veszélyt jelenthet.

1.7.1 Kavitacio és elkeriilése

Vegyiik az 1.11. abran bemutatott esetet, ahol egy lapatprofil keresztmetszetét lathatjuk
cseppfolyds kozeg dramlasdban. Az dramlo kozeg a lapatprofilhoz érve kikeriili azt, és ennek
hatasara felgyorsul. A sebességndvekedés miatt a kozeg nyomasa az adott hdmérsékleten vett
ps gbznyomas ala lecsokken. Igy fazisatalakulas torténik, a cseppfolyds kozegben géz
buborékok alakulnak ki. A kilépdélhez kozeledve a sebesség lecsokken, ezért a kornyezeti
nyomds Ujra a gdéznyomas folé novekszik. Ekkor a gdézbuborékok Osszeroppannak. Az
Osszeroppanas soran a buborékok kornyezetébdl a cseppfolyos kozeg hangsebességgel
aramlik be, mely viz esetén mintegy 1,5 km/s. Ez a rendkiviil nagy sebességli dramlas a

lapatprofilnak {itkozve akar a keményebb anyagokat, pl. acélt is kikezdheti.

gdzbuborék gozbuborék
keletkezik Osszeroppan
P<Pg \ hangsebessé e
gsebesség 8
- /;{ﬁ =1,5 km/s
—_—
P> Py

1.11. abra. Kaviticid folyamata [2].

A fent leirt folyamat, melyet kavitdcionak neveziink, akar hajocsavarokat vagy szivattyu
lapatokat is tonkre tehet. Rendkiviil fontos ezért, hogy a kavitaciot elkeriiljiikk, a kozeg
nyomasat mindig a ps géznyomas felett tartsuk. Ezt vagy maganak a kozeg nyomadasanak
novelésével tudjuk elérni, vagy az aramlasi sebesség csokkentésével mérsékelhetjiik a
nyomascsokkenést. Szivattyuk esetén az elébbi lehetdséget példaul tigy valosithatjuk meg,
hogyha a szivattyat mélyebbre helyezziik a szivattytizott kozegben. Utobbit pedig a szivattya
fordulatszamanak csokkentésével oldhatjuk meg.

1.3. tablazat. Kavitdicio ellenintézkedései.

Ko6zeg nyomasasnak novelése Aramlasi sebesség csokkentése

szivattyd mélyebbre helyezés szivattya fordulatszamanak csokkentése
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1.8 Azidealis folyadékmodell

A valodsagos folyadékok dramlasat jellemz&en nem a valosagos folyadékok minden ismert
tulajdonsagat figyelembe véve irjuk le, hanem az n. idedlis folyadék segitségével. Az idealis
folyadék a valdsdgosokhoz képest fontos egyszertsitéseket tartalmaz, melyeket tablazatos
formaban foglalunk 0ssze (1.4. tablazat).

1.4. tablazat. Valdsigos és idedlis folyadékok.

Valdsagos folyadék Idealis folyadék
Osszenyomhatdsdg Osszenyombhato, p # all Osszenyombhatatlan, p = all
Surlodas surldédasos, u # 0 surlédasmentes, u = 0
Anyagszerkezet molekularis kontinuum

Az idedlis folyadékmodellel jaré egyszerlsitések a szamitdsainkat is jelentdsen
egyszertsitik. Ez sok esetben sziikséges, hiszen a valdsagos folyadék egyenleteinek megoldasa
a legegyszertibb problémadkra is sok id6t vehet igénybe, még a legkorszer(ibb szamitogépeket
haszndlva is. Az egyszer(sitések természetesen elhanyagoldsokkal jarnak, igy a szamitdsaink
pontossaga is csokken. Ezért fontos tudni, hogy az elhanyagolasokkal mekkora hibat visziink
a szamitasokba, és az eredményeket ennek megfelelden kell kezelni. Els6 kozelitésben idealis
folyadékokkal foglalkozunk, azonban a késébbi fejezetekben a folyadék surlodasat, illetve
Osszenyomhatdsagat is figyelembe vessziik.
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2 Aramlastan rendszerezése

A jegyzet elején emlitettitk, hogy a mechanika é€s az dramldstan szorosan kapcsolddik
egymashoz. Az dramlastan rendszerezésében is hasonlé a mechanikdhoz, melyet a 2.1. dbra
szemléltet. Ebben a fejezetben részletesen targyaljuk a diagramon szereplé egyes

részteriileteket.

MECHANIKA

KINEMATIKA KINETIKA

mozgds oka?

2.1. dbra. Aramldstan rendszerezése.

2.1 Hidrosztatika

A hidrosztatika az dramlastannak az a része, ami nyugvo folyadékokkal foglalkozik (v = 0).
Ha a sebesség minden iddpillanatban zérus, akkor a csuisztatofesziiltség is zérus a Newton-
féle viszkozitdsi torvény értelmében, tehat a surlodasi erék elhanyagolhatok. Vizsgaljuk meg,
hogyan alakul az er6egyensuly a folyadék egy elemi kis részére (2.2. abra).

2.2. abra. A folyadék egy elemi kis részén kialakuld erdegyensiily.

Irjuk fel az elemi kis folyadékrészre haté nyomasbdl és térerésségbdl szarmazo y-iranyu
erdket:

0
pdxdz — (p + %dy) dxdz + g,dxdydzp = 0

Az els pdxdz tag pozitiv és negativ eldjellel is szerepel az egyenlet bal oldalan, igy ezzel
egyszertsithetiink. Valamint a megmarado két kifejezésben pedig dxdydz szorzoként szerepel,
igy ezzel leoszthatunk. A megmaradt kifejezés tehat:

10
P=o

» oy
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A vizsgalatot x és z irdanyban is elvégezve hasonld egyenleteket kapunk. A harom
komponensegyenletet vektor formaban irhatjuk fel egyetlen egyenletként:

1
g—;mwp=0 (2.1)

Ez a hidrosztatika alapegyenlete differencial alakban. A hidrosztatika alapegyenlete tehat
megmutatja a kapcsolatot az erdterek hatdsa és a nyomadsvaltozas kozott, melyeknek nyugvo
folyadék esetén meg kell egyezniiik.

A hidrosztatika alapegyenletét bizonyos koriilmények esetén tovabb egyszertsithetjiik.
Egyrészt, ha a kozeg p stirlisége allandd, akkor értéke derivalaskor konstansként jelenik meg,
igy bevihet6 a gradiensen beliilre. Masrészt, ha a folyadékra hat6 erdterek potencidlosok,
akkor az erdterek targyaldsandl latottaknak megfeleléen felirhatdk a potencialfiiggvényiik
gradienseként g = grad U. Ezeket felhasznalva, a (2.1) egyenletet -1-gyel leosztva, valamint a
két tag derivalasat egyszerre elvégezve irhato:

grad (U + B) =0
p
Egy mennyiség derivaltja csak akkor lehet 0, ha a derivalt mennyiség allandé. fgy irhato:
U+%=ﬂL 22)

Ez a hidrosztatika egyszeriisitett alapegyenlete, melyet tehat dllando siiriiségii folyadék és
potencidlos erdterek esetén kapunk. A hidrosztatika egyszertisitett alapegyenlete két vizsgalati
pont kozott irhato fel, melyeknél a (2.2) egyenlet bal oldaldn 1évé mennyiségek Osszegének
meg kell egyeznie. A kiilonféle gyakorlati példdk megoldasara ezen egyszer(sitett alakot
fogjuk hasznalni.

2.1.1 Kémény statikus huzata

Nézziink egy példat a hidrosztatika alapegyenletének alkalmazasara! A 2.3. abran egy kémény
lathato, melynek magassaga H. Hatarozzuk meg a nyomaskiilonbséget a talaj magassagaban
a kémény kiils6 és belsd oldalan a hdmérséklet fiiggvényében! Ehhez a kéményben aramld

fiistgazt egy pillanatra megallitjuk (a kdzeget mindenhol nyugvénak feltételezziik).

4 2

2.3. abra. Kémény statikus huzata.

A hidrosztatika egyszertsitett alapegyenletének alkalmazasahoz vizsgalati pontokat
sziikséges valasztanunk. Vegytink fel négy vizsgalati pontot. Az 1 és 2 pontokat vegyiik fel a
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kéményen kiviil, a talaj, illetve a kémény felsé pontjadnak magassagaban. A 3 és 4 pontokat a
kéményen beliil vegyiik fel, szintén a talaj, illetve a kémény felsé pontjdnak magassagaban. A
kérdés az 1 és 3 pont kozotti nyomaskiilonbség, am ezek kozé a pontok kozé a hidrosztatika
egyszertsitett alapegyenlete nem irhato fel, mivel a két pont kozott nem allando a stirtiség. Az
egyenletet az 1 és 2, illetve a 3 és 4 pontok kozé tudjuk felirni, ahol mind a flistgdz pr, mind a
kornyezet px stirtiségét allanddnak feltételezziik:

|48 b2 D1 D2

—==4+gH —==+gH

o o9 e pe I

A 2 és 4 pont nyomasa megegyezik, mivel a fiistgdz nem dramlik a két pont kozott. Ezért

a fenti egyenletekbdl pa-t és ps-et kifejezve irhatjuk:
p1 — pgH = p3 — prgH

Ezt atrendezhetjiik a keresett nyomaskiilonbségre:
Pt
Ap = py —p3 = gH(px — pr) = prgH (1 - E)

A stirtiséget az idedlis gazra vonatkozo gaztorvény segitségével szamithatjuk ki:

p

P=ﬁ

Felmeriil a kérdés, hogy a slirliség meghatdrozasandl milyen nyomadssal szamoljunk. A
stirtiséget allandonak vettiik a kéményen beliil, illetve kiviil, a nyomads viszont valtozik a
magassag fliggvényében. Mivel a 1égkori nyomashoz képest ez a valtozas igen kicsiny, tobb
nagysagrenddel kisebb, igy ezt a valtozast elhanyagolhatjuk. A kozeg abszolit nyomasa
kozelitéleg megegyezik a légkori nyomassal, px = ps = po = 10° Pa. A tovabbiakban a stir(iség
meghatdrozasanal szdmolhatunk a légkori nyomadssal. Nagy légfelesleg alkalmazasa esetén az
égésénél a flistgaz specifikus gazallanddja azonosnak vehet6 a kornyezeti levegdével, Rk = Rt
= R. A fentieket behelyettesitve a keresett nyomaskiilonbség 0sszefliggésébe kapjuk:

Do
Do RT; Po ( Tk)
Ap=—-2gH[1-2E ) =22 gy (1K
P=rr 9 Do |~ RTY T,
RTy

Ez tehat a talajmagassagban, a kémény kiils6 és bels6 oldalan kialakulé nyomaskiilonbség
a hémérséklet fliggvényében. Az Osszefligésbdl lathatd, hogy minél nagyobb a fiistgaz Tt
hémérséklete, anndl nagyobb depresszio jon létre a kémény aljan.

2.1.2  Atmoszféra modellek

Az iménti példdban azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a stirliség a magassag fiiggvényében
allando. Ez a feltételezés kis tengerszintfeletti magassagok esetén kis hibat okoz, ezért a
mérnoki gyakorlatban gyakran élhetiink vele. Viszont nagyobb tengerszint feletti
magassagokra alkalmazva a hiba mar jelentds lehet. Az International Standard Atmosphere
(ISA) szabvanyositott modell alapjan 0 m tengerszint feletti magassagon és 288 K
hémérsékleten a levegd nyomésa 101325 Pa. Igy a levegd stirtisége:

P _ kg
p==2=1226 2
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Amennyiben a levegé strliségét allanddnak vessziik, és a hidrosztatika alapegyenlete
szerint meghatarozzuk a nyomaseloszlast a z tengerszint feletti magassag szerint, akkor azt
kapjuk, hogy kb. 8400 m-en a légnyomas 0 Pa-ra csokken (I1d. 2.4. abra). Ez nyilvanvaldan nem

igaz, ezért a modell finomitdsdra van sziikség.

> p [P

2.4. abra. Allando stiriiségii és izotermikus atmoszféra modellek.
A 1égkor nyomaseloszlasanak pontosabb meghatarozasat kapjuk, ha nem a po strtiséget,
hanem a To hdmérsékletet vessziik dllandonak. Ez szintén elhanyagolast jelent, mivel az ISA
modell szerint a 1égkor hdmérséklete kilométerenként 6,5 K-t csokken. A feltételezés a nyomas

szempontjabol mégis igen jo kozelitést ad. Ekkor a hidrosztatika alapegyenletének a
differencidl alakjat kell hasznalnunk a valtoz¢ striiség miatt:

1
g——gradp =0
p

A nyomasvaltozas x és y iranyba zérus, ezért a vektoregyenletnek elegend6 a z
koordinatajat vizsgalnunk:

Ez p-re nézve egy elsérendti kozonséges differencidlegyenlet. p helyére behelyettesithetjiik
az idedlis gaztorvénybdl kapott sszefiiggést, majd atrendezziik az egyenletet:

ldp g
pdz  RT,

Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet, igy megoldhatjuk szétvalasztas utan
integralassal:

b 1 z
g p g
—d =——fdzﬁln(—)=——z
J 50 =7 po) ~ RI,
Po 0
Ezt p-re kifejezve a kovetkez$ Osszefiiggést kapjuk:

_9.,
p(z) = poe Fo
Az igy kapott nyomaseloszlas gorbéjét a 2.4. dbra mutatja zold szinnel kiemelve.
Amennyiben a nyomaseloszlasra ennél pontosabban van sziikségiink, olyan modellekkel is
szamolhatunk, amely a légkdor homérsékleteloszlasat, illetve egyéb tényezdket (pl.
paratartalom) is figyelembe veszik.
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2.2 Kinematika

A hidrosztatikdban nyugvoé folyadékokkal foglalkoztunk, a vizsgalt koordinata-rendszerben
a folyadék sebessége zérus volt. Az dramldstani problémak tobbségében viszont nem tudunk
olyan koordindta-rendszert talalni, melyben a folyadék sebessége zérus. Az ilyen esetekben
hidrodinamikai feladattal allunk szemben. Ahogy a 2. fejezet elején lattuk, a hidrodinamika két
részre oszthatd aszerint, hogy csupan magat a mozgast vizsgalja, vagy az azt kivalté okokkal
is foglalkozik. El6bbi esetben beszéliink kinematikarol, mellyel ebben az alfejezetben
foglalkozunk.

2.2.1 A folyadékmozgis szemléltetése

A folyadékmozgas szemléltetéséhez sziikséges bevezetni néhany alapdefiniciot (2.5. abra):

a) Pdlya: kiszemelt folyadékrész idOben egymas utan elfoglalt helyeit 6sszek6t6 gorbe.

b) Nyomvonal: a tér adott pontjan athaladd folyadékrészeket 6sszekotd gorbe.

¢) Aramvonal: minden pontjaban érinti a helyi sebességvektort.

d) Aramfeliilet: az adott gorbére illeszkedd dramvonalak Osszessége. Az dramfeliileten
keresztiil nincs atdramlas.

e) AramcsG: zart gorbére illeszked dramfeliilet.

a) b) c)
4/\/ v

ds

d) e)

R

2.5. abra. Pdlya (a), nyomvonal (b), dramvonal (c), dramfeliilet (d), és dramcsé (e).

2.2.2  Aramldsok idébeli valtozékonysiga

Az aramlasok tovabbi fontos tulajdonsaga az idofiiggésiik. Az aramlasok jellemzdi
mutathatnak iddben allando, illetve idében valtozo értéket. Eldbbi esetben staciondrius,
utdbbi esetben instaciondrius dramlésrdl beszéliink. Az dramldsok ido6fliggése mindig csak
egy adott koordinata-rendszerben értelmezhet6. Ez fontos, mivel bizonyos esetekben a
koordinata-rendszer alkalmas megvalasztasaval mozgdasban 1évé folyadékokat is stacionarius
modon tudunk leirni, ami jelentésen megkonnyitheti a probléma matematikai kezelését. Erre
mutat egy példat a 2.6. abra.
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a) b)

——/—““_
e
v ~ =

2.6. abra. Instaciondrius (a) és staciondrius (b) dramlds 1isz6 hajo esetén.

Az a) esetben a koordinata-rendszert a parton all6 megfigyel6hoz rogzitjiik. Ebbdl a
nézépontbdl a viz dramlasa mind térben, mind id6ben valtozik. Nézziik példaul az dramlés v
sebességét. Ha a koordinata-rendszer barmely r pontjdban vizsgéljuk a sebességet, idOben
valtozd értéket kapunk (v(r,t)), tehat instacionarius dramldsrol beszéliink.

A b) esetben rogzitsiik a koordinata-rendszert a hajon utazé megfigyel6hoz. Ekkor a viz
aramlasa térben valtozik, idében viszont allandd. Ha az aramlas sebességét nézziik, melyet a
mozgd koordindta-rendszerben w-vel jeloliink, barmely r pontban mindig ugyanazt az értéket
kapjuk. Példdul a hajé orrdndl mindig ugyanabba az irdnyba, ugyanakkora sebességgel
aramlik a viz. Az aramlas jellemzdi idében allanddk, igy stacionarius aramlasrol beszéliink. A
staciondrius dramldsok fontos jellemzdje, hogy a 2.2.1 fejezetben taglalt harom vonal, a pdlya,
a nyomvonal és az dramvonal egybeesnek. Ez a tulajdonsag rendkiviil hasznos, ugyanis
gyakran az dramlast jellemzd sebességmezdre, azaz az dramvonalakra vagyunk kivancsiak.
Azonban kisérleti titon a palyat vagy a nyomvonalat egyszer(ibben tudjuk szemléltetni.

2.2.3 A folytonossdg (kontinuitds) tétele

Az anyagmegmaradds a fizika egyik alapvetd tétele. Alkalmazdsa az d4ramlastanban is
rendkiviil fontos, és azt a tapasztalatot irja le, hogy egy megfigyelt aramldsban folyadék nem
keletkezik, illetve nem tlnik el, hanem id6ben folytonosan létezik. Ezért nevezik ezt a
folytonossag, vagy mas szoval a kontinuitds tételének. Ennek az egyszer(i, mégis nagyon
fontos tételnek a matematikai leirasahoz nézziik a 2.7. dbrat. Az dbran egy munkahengert
latunk, melynek mozgd dugattytja aramlast hoz létre a hengerben. Ebben az aramlasban
definidlunk egy tetszdleges A zart feliiletet, melyet térben rogzitiink.

térben rogzitett,
zart feliilet

2.7. abra. Kontinuitds vizsgdlata eqy munkahengerben.

Vizsgaljuk az dramlast ennek az A zart feliiletnek egy elemi kis részén, melyet a dA
feliiletelem-vektorral irunk le. Az aramlas v sebességgel aramlik keresztiil a dA feliiletelemen.
Hatarozzuk meg, hogy mennyi folyadék aramlik keresztiil a feliiletelemen! Az idGegység alatt
ataramlo folyadék térfogatat a kovetkezd modon hatarozhatjuk meg:
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dq, = vdA = |v||dA| cos a (2.3.)

go skaldrisszorzatként skalarmennyiséget jeldl, és térfogatdaramnak nevezziik. A
térfogataram dimenzidja [m3/s]. A folyadéknak nemcsak az idGegység alatt ataramlo
térfogatat, hanem a tomegét is meghatarozhatjuk a kozeg p stiriségének ismeretében:

dqm = pvdA (2.4.)

gm szintén skaldrmennyiség, és tomegdramnak nevezziik. A tomegdram dimenzidja [kg/s].
Az A zart feliilet mentén végig haladva az elemi kis tomegaramok segitségével felirhatjuk az
anyagmegmaradast:

dp
L pvdA = — fv Frd 2.5.)

Az egyenlet bal oldalan az A feliileten vizsgalt Gsszes tomegaram szerepel. Mivel a
feliiletelem-vektor definicidszertien a feliiletbdl kifelé mutat, a tdmegdram kidramlds esetén lesz
pozitiv, bedramlds esetén pedig negativ. Amennyiben az 0sszes tomegdram pozitiv, akkor tobb
folyadék hagyja el a vizsgalt A feliilet altal koriilhatarolt térrészt, mint amennyi belép oda.
Negativ 6sszes tomegaram esetén a forditottja igaz, azaz tobb folyadék 1ép be a térrészbe, mint
amennyi ki. Mivel a vizsgalt V térfogat rogzitett, ezért ha a térfogatban talalhaté tomeg
valtozik, akkor a stir(iségének is valtoznia kell. Ezt fejezi ki az egyenlet jobb oldala, ahol a p
stirtiség id6beli valtozasat integraljuk a vizsgalt V térfogaton. Mivel pozitiv sszes tomegaram
esetén a térfogatban 1évd folyadék tomege, igy strlisége is csokken, ezért sziikséges egy
negativ eldjel a jobb oldal elé. Az egyenletet atrendezve kapjuk a kontinuitds tétel integrdl
alakjat:

dp
J —dV + fpvdA =0 (2.6.)
y 0t A

A feliileti integral tagot a matematikdbol ismert Gauss—Osztrogradszkij-tétel segitségével
térfogati integralla alakithatjuk, igy a bal oldal két integral tagjat 0sszevonhatjuk:

fv ‘3—’t)dv + fv div(pv)dV = fv [g—ft) + diV(pV)] av =20 2.7.)

Az Osszevont integral kifejezés tehat egyenld zérussal. Mivel a V térfogat tetszélegesen
valasztottuk meg, ezért minden térfogatrészre teljesiilnie kell. Ez pedig csak akkor lehetséges,
ha maga az integralandé kifejezés is egyenld zérussal. Igy kapjuk a kontinuitds tétel
differencidl alakjat:

dp
at

A kontinuitas tétel differencial alakja — az integralas elhagyasa kovetkeztében — az aramlasi

+ div(pv) =0 (2.8.)

tér egy-egy elemi kis térfogatdra értelmezhetd. A differencidl alakot hasznaljak a korszert
aramladstanban igen gyakran alkalmazott numerikus dramlastani szoftverek (CFD), melyekben
az dramlasi teret kis cellakra bontjuk, és azokra egyesével oldjuk meg a leird egyenleteket.

Stacionarius dramlas esetén az id$ szerinti derivalt zérus. Igy ebben az esetben a (2.8)
egyenlet tovabb egyszer(isodik:
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div(pv) =0 (2.9))

Azaz staciondrius dramlds esetén az Osszes tomegaram zérus, nincsen g» tomegaramforras.
Cseppfolyos kozeg esetén, illetve kis sebességti, allandé hdmérsékletii, Iégnemi aramlasokban
gyakran élhetiink azzal az egyszer(sitéssel, hogy a stirliséget allanddnak vessziik. Ebben az
esetben p a derivalasbol kiemelhet§, majd leoszthatunk vele, igy a (2.8) egyenlet még
egyszerlbb alakban irhato fel:

div(v) = 0 (2.10.)

Vagyis allandd stiriségli kozeg esetén az Osszes térfogatdram zérus, nincsen az
aramlasban ¢, térfogatdram-forras sem. A (2.10.) egyenlet mind staciondrius, mind
instaciondrius esetben igaz. A kontinuités tétel igen fontos tétele az dramlastannak. Altalaban
gyakorlati szamitdsokban is egyszeriien hasznélhato, és minden koriilmény kozott teljesiil.
Segitségével példaul meghatarozhatjuk egy repiilégép hajtomii kompresszor fokozata utan az
aramlds sebességmezdjét, vagy egy kompresszor éltal szallitott tomegaramot.

2.2.4 A kontinuitds tételének alkalmazasa aramcsére

Alkalmazzuk a kontinuitds tételét a 2.2 fejezet elején definidlt &ramcsdre! Ehhez vegyiink egy
staciondrius dramldst, amelyben a 2.8. dbran lathaté mdédon definidljunk egy dramcsovet,
amelyet az Apaist feliilet jelol, illetve az Ave €s Axi belép6-, illetve kilépd feliileteket.

2.8. dbra. Aramwvonalakbél 4llé dramcsé.

frjuk fel ezekre a feliiletekre a kontinuitas tételt! Mivel az dramlasnak nem elemi kis részeit,
hanem egy nagyobb feliiletét vizsgaljuk, a (2.6.) egyenletben bevezetett integrdl alakot kell
hasznalnunk. Tekintve, hogy az aramlas staciondrius, az idofiiggd tagot elhagyhatjuk, az
integralando feliiletet pedig felbonthatjuk az dltalunk definialt részfeliiletekre:

f pvdA = | pvdA+ | pvdA+ f pvdA =0 (2.11.)
A

Ape Agi Apala’st

Mivel az dramcs6 oldala aramfeliilet, ezért definicid szerint nincsen rajta ataramlas. Az
Apaisst feliileten keresztiil aramld tomegaram zérus, igy az egyenlet bal oldalan az utolsé tag
szintén elhagyhatd. A skaldris szorzast és az integraldst elvégezve a bal oldal els két tagja
felirhato:

—PbeVberAbe T PriVkirAki = 0

ahol a v, az adott feliiletre merdleges, a feliileten atlagolt sebességeket jelolik.
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Az egyenletet atrendezve:

PbeVberAbe = PLiVkitdki =  Gmbe = Imki (2.12))
Tehat a ki- és belépd tomegdram megegyezik egymadssal. Mivel a ki- és belépd
keresztmetszeteket tetszélegesen vettiik fel, igy elmondhatd, hogy stacionarius esetben az

aramcs6 barmely keresztmetszetében a tomegdram azonos. Amennyiben a kozeg strtisége
allando, a (2.12.) egyenlet tovabb egyszerlisodik:

Vbherdbe = Vkitdki = Qube = Quki (2.13.)

A (2.13.) egyenlet alkalmazéasara nyuijt egy példat a 2.9. abra. Allandé stir(iség esetén a
térfogataram allando, igy az 4ramlds sebessége forditottan aranyos a keresztmetszettel.
Konfazor esetén a keresztmetszet csokken az dramlds irdnydba, igy a sebesség novekszik.
Difftizor esetén pedig a keresztmetszet né, igy a sebesség csokken.

/
\

Ube Ugi < Upe
> L,
Ape Ay > Ape

2.9. abra. A kontinuitds tétele konfiizor (bal) és diffiizor (jobb) esetén.

2.2.5 Jellemzok lokdlis és konvektiv megualtozdsa

A 2.10. abra egy rakétahajtomiivet illusztral. A hajtomi felsé részében talalhaté a nyugvd
tizemanyag, melyre nagy stiriség jellemz6. Az lizemanyag égése sordn a slirisége jelentésen
lecsokken, a sebessége pedig megnd, létrehozva ezzel a hajtésugarat. A sugar strliségét
mérjiik az dbrdn lathatd pontban. Kérdés, hogy hogyan hatdrozhatjuk meg a stirtiségmezot?

P grad(p)
m= 0

p(t)

P2 <<y

vy >> v
2.10. abra. Stiriiségudltozds rakétahajtomii kidramldsdndl.

A hajtosugar id6ben valtozik, az dramlas instaciondrius, ezért a stir(iség mind térben, mind
id6ben valtozik, p(r,t). A dp valtozast ekkor az aldbbi mddon tudjuk leirni:
ap

dp = adt + grad(p)ds

ahol dt az eltelt id6, ds pedig az dramlds irdnydba mutato vektor. Osszuk el az egyenlet
mindkét oldalat dt-vel!



Mivel ds az dramlds irdnyaba mutatd vektor, ds/dt megegyezik a vizsgdlt pontban a v
sebességgel:

dp dp
£ 2.14.
FTRT: + vgrad(p) ( )

A teljes derivdltat, tehat kett6 tag 0sszegeként irhatjuk fel. Az elsé tag a vizsgalt jellemzd
id6 szerinti derivaltja. Instaciondrius dramlast vizsgalva ez a tag akkor is megvaltozik, ha az
aramlast folyamatosan ugyanazon a helyen vizsgdljuk. Ezért ezt a tagot lokdlis
megvdltozdsnak nevezziik. Staciondrius dramlasok esetén ez a tag zérus.

A masodik tag az dramlds sebességének és a vizsgalt jellemz6 hely szerinti derivaltjanak
szorzata. Ez a tag azt a valtozast fejezi ki, hogy a kozeg eltérd stiriségli helyre aramlik. Ezért
ezt a tagot konvektiv megvdltozdsnak nevezziik. Konvektiv megvaltozds nemcsak
instaciondrius, hanem staciondrius esetben is felléphet. Péld4ul a vizsgalt 2.10. abran a fuvdka
mentén staciondrius dramlds, azaz allando hajtdsugar esetén is valtozik a strliség, melyet
ekkor egyediil a konvektiv tag eredményez.

A fenti példaban a stir(iség megvaltozasat vizsgaltuk, de a (2.14.) egyenletben bemutatott
felbontas nem korlatozddik a stiriségre. A teljes derivalt lokdlis és konvektiv tagra vald
felbontasa barmely skalarjellemzd esetén hasonlé alakban tehetd meg, ezért érdemes ezt
alaposan elsajatitani.

2.2.6  Folyadékrész gyorsulasa

Az el6z6 alfejezetben skaldris jellemzOk megvaltozasat irtuk fel. A sebesség viszont
vektorjellemzd. Ennek a megvaltozasa gy irhatd le, hogy azt az 1.3.3. fejezetben latottakhoz
hasonldan skalarjellemz6kre bontjuk. A v(r,t) sebességtér teljes derivaltja:

rdv,] [0V,
p dt at grad(v,)
av_ldvy|_|9vy
+ |grad(v,)|v (2.15.)
dt dt at d
dvz 6172 gra (Uz)
Ldt! Lot

Melyben a gradienseket magaban foglald vektor a sebességtér derivalttenzora, igy a (2.15.)
egyenlet rovidebb alakban:
AN 4
dt ot

A sebesség teljes derivaltja, azaz a folyadék teljes gyorsulasa, tehat szintén felirhatd egy

Dv (2.16.)

id6- és egy hely szerinti derivalt Osszegeként, melyeket az el6z6ekhez hasonlé médon a
folyadék lokdlis- és konvektiv gyorsuldsanak neveziink. A konvektiv gyorsulds tagot
matematikai atalakitdsokkal tovabb bonthatjuk. Ezen jegyzetben az atalakitdsnak csak az
eredményét kozoljik, a teljes levezetésért tovabbi szakirodalmat ajanlunk az olvasé
figyelmébe pl. [3]:

2
Dv=D"v+ (D - DT)v = grad (%) — v X rot(v) (2.17))
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A konvektiv gyorsuldsnak ez a felbontdsa a késébbiekben segitségiinkre lesz. A gyorsulas
Newton II. torvénye alapjan az erdvel ardnyos mennyiség, igy ennek felirdsa atkalauzol
minket a kinematikabdl a kinetika vildgaba, mellyel a kovetkezd fejezetben foglalkozunk.

2.2.7  Aramlds konfiizorban

Nézziink egy példat a folyadék lokalis és konvektiv gyorsuldsara! A 2.11. abra a mar kordbban
is latott konfazort dbrdzolja, melyben viz dramlik. A konftizor egy adott pontjan mérjiik az
aramlas v(t) sebességét.

2.11. bra. Folyadékrész gyorsuldsa konfiizorban.

Amennyiben a go térfogataram valtozik, azaz instacionarius az aramlds, a rogzitett
mérémiiszerrdl leolvashatd sebesség is valtozni fog. Az itt leolvashato sebesség valtozasa a
folyadék lokalis gyorsuldsanak kovetkezménye. Staciondrius esetben a miiszerrdl leolvashaté
sebesség nem valtozik, a lokdlis gyorsulas zérus.

Emellett, a kontinuitds tételének kovetkeztében a sebesség a konfuzor keresztmetszetével
forditottan ardnyosan valtozik. Ha a miiszert az dramlds irdnyaba eldre vagy hatra mozgatjuk,
a leolvashatd sebesség szintén valtozik. Ha a vizsgalatot allandd g. térfogataram mellett
végezziik el, akkor a leolvasott sebesség valtozasa csak a folyadék konvektiv gyorsuldsanak
kovetkezménye. Konvektiv gyorsulds természetesen instacionarius dramlds esetén is fellép,
am ekkor a miiszer mozgatasaval kapott valtozo sebesség a lokalis- és a konvektiv gyorsulas

egyiittes eredménye.

2.3 Kinetika
2.3.1 Euler-egyenlet

Ahogy a 2. fejezet elején lattuk, a kinematika mellett a hidrodinamika masik része a kinetika,
amely a folyadék mozgdasat az azt kivaltd okokkal, a rajuk hato erdkkel egyiitt vizsgdlja.
Erdhatasokkal a hidrosztatika témakorében is foglalkoztunk mar, és megallapitottuk, hogy a
folyadékra erdterekbdl, illetve nyomasbol szarmazd erdk hathatnak. A hidrosztatikaban a
folyadékra hat6 er8k Osszege zérus volt, ezért a (2.1.) egyenlet jobb oldaldn 0 szerepelt.
Amennyiben a folyadékra hato er6k osszege nem zérus, Newton II. torvénye értelmében az
egyenlet jobb oldaldn a folyadék gyorsuldsa szerepel. A (2.16.) és (2.17.) egyenletek
behelyettesitésével:

ov 2

v
—+ grad<

1
T 7) —vXxrot(v) =g— l—)grad p (2.18.)
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A (2.18.) egyenletet Euler-egyenletnek, vagy mozgdsegyenletnek nevezziik, és Newton II.
torvényének alkalmazasat jelenti egy elemi folyadékrészre. Az egyenlet tomegegységre
vonatkozik, dimenzioja [N/kg]. Hangsulyozzuk, hogy vizsgdlataink egyelGre idealis
folyadékokra korlatozédnak, azaz surlodasmentes daramlasokat vizsgalunk. A (2.18.)
egyenletre is érvényes ez az egyszerUsités, a surlodasbol szarmazd erOket nem veszi
figyelembe.

A mozgasegyenlet az dramldstan egyik legalapvetébb egyenlete. A mozgasegyenlet
megoldasara épiilnek a korszeri CFD szoftverek is. A legkorszer(ibb szoftverek persze a
surl6das hatéséval is szamolnak, 4m ez jelentésen megnéveli a szamitasidét. fgy sok esetben
— amennyiben ez mérnoki szempontbol elfogadhatéd mértéki hibat vezet be a szamitasokba —
a surlodasmentes egyenleteket oldjadk meg. Amennyiben a vizsgalt kozeg stir(isége allando, a
mozgasegyenletben négy ismeretlen van: a p nyomas és v, vy, v- sebességkomponensek. A
(2.18.) egyenlet egy vektoregyenlet, mely harom skalar egyenletet eredményez az x, y és z
irdnyokban. A négy ismeretlen meghatdrozasahoz sziikséges egy negyedik egyenlet is, melyet
a kontinuitas tétel szolgaltat.

2.3.2  Bernoulli-egyenlet

Az Euler-egyenlet egy differencidlegyenlet, melyet szampéldak soran sok esetben nem tudunk
egyszerlien alkalmazni. Ezért sziikséges egy olyan egyenlet, mellyel konnyebben tudunk
szamolni. Ehhez irjuk fel a (2.18.) egyenlet integraljat megfelel6en kivalasztott 1-es és egy 2-es
vizsgalati pontok kozé! A két pont kozotti utat a ds vonalelemek jeldlik ki.

2 2 2 2
javd+f a(Z)a fxt()d—fd Jl d(p)d

PPLS grad (- ) ds v x rot(v)ds = | gds pgra p)ds (2.19)
1 1 1 1 1

L II. 1L V. V.

A (2.19.) egyenletet Bernoulli-egyenletnek nevezziik, amely tehat az Euler-egyenlet
vonalmenti integralja. Az egyenlet egyes tagjait romai szamokkal jeloltiik. Ezeket egyesével
kezelve, matematikai atalakitdsokkal és fizikai megkotésekkel egyszertisithetjiik. Vizsgaljuk
meg a tagokat sorban!

Az I. tag egy id0 szerinti derivalt, ami stacionarius aramlas esetén zérus. Ha staciondrius
aramlast vizsgalunk, az I. tagot elhagyhatjuk:
2
ov ds = 0
—das =
ot
1
Al tag egy mennyiség térbeli derivaltjanak térbeli integralja. A matematikai mtaveleteket
elvégezve az 1-es és 2-es pont béli behelyettesitési értékek kiilonbségét kapjuk:
2

f dvz d_vzz v, 2
glad\ 2 )= 73

1

Mivel a v?/2 egyenld a fajlagos mozgasi energiaval, ezért a II. tag fizikai jelentése az
egységnyi tomegre esd0 mozgasi energia megvaltozasa. A III. tag egy Osszetett kifejezés,
amelyet nehéz szamitani, igy arra toreksziink, hogy ha csak lehet ezt a tagot elhagyhassuk.
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2
f v X rot(v)ds = 0
1

Vegyliik sorra, hogy milyen esetekben lehet ez a tag zérus:

a)

b)

c)

d)

e)

v =0 : az egyik trividlis megoldas, hogy ha a keresztszorzat egyik tagja 0, &m ekkor
nincs mozgas, igy hidrosztatikai példat kapunk vissza.

rot v =0: a masik trividlis megoldas, hogy ha a keresztszorzat masik tagja 0. Ekkor az
aramlas rotdciomentes, azaz az aramlasban a folyadék részek nem forognak. Létezik
ilyen dramlds, &m ez egy szigori megkotés, ami sok esetben nem teljesiil. Ezért egy
altaldanosabb feltétel sziikséges.

v || rot v : ebben az esetben a sebesség és a rotacidvektor parhuzamosak egymassal.
Ilyen aramlas alakulhat ki példdul egy lefolyoban, ahol a folyadék részek
dugéztzdszeri palyat irnak le. Ekkor mind a sebesség, mint a rotacid vektor lefelé
mutat. Az ilyen aramlasokat Beltrami dramldsnak nevezziik. Miszaki alkalmazasban
erre igen nehéz példat taldlni.

ds || rot v : a vizsgalt kifejezés akkor is 0 lesz, ha az integraldshoz hasznalt ds vonalakat
ugy valasztjuk meg, hogy a helyi rotacié vektor minden pontjaban az érintdje legyen.
Az ilyen vonalat 6rvényvonalnak nevezziik. Am az drvényvonalak altaldban nehezen
azonosithatok, igy gyakorlati alkalmazasra szintén nem alkalmas.

ds |l v: a vizsgalt kifejezést tigy is 0-va tehetjiik, ha az integrdlds ds vonalat ugy
valasztjuk meg, hogy a helyi sebességvektor legyen minden pontjadban a vonal érintdje.
A 2.2 fejezet elején leirtaknak megfeleléen az ilyen vonalakat nevezziik
dramvonalaknak. Tehat amennyiben a Bernoulli egyenletet egy aramvonal mentén
irjuk fel, a IIL tag értéke 0, ezért elhagyhatjuk. Az aramvonal menti integralas feltételét
jelentésen konnyebben teljesithetjiikk, mint az a)-d) pontok feltételeit. Példaul egy
cs6aramlast vizsgalva a tapasztalatok alapjan allithatjuk, hogy a csévezeték tengelye
aramvonal lesz. A gyakorlatban ezért a Bernoulli-egyenletet aramvonal mentén szokas

felirni, igy a szdmitasaink jelentésen egyszertisodnek.

A 1V. tag az erdterek folyadékra kifejtett hatasat fejezi ki. Ha a folyadékra hato eréterek

potencidlosok, akkor az erlterek targyaldsanal latottaknak megfeleléen felirhatok

potencidlfiiggvényiik gradiensének segitségével. Ekkor, a II. taghoz hasonlé mddon egy

térbeli derivalast és egy térbeli integralast latunk, melyeket elvégezve az 1-es és 2-es pont béli

behelyettesitési értékek kiilonbségét kapjuk:

2 2

jgds = —fgrad(U)ds = —[U, — U;]
1 1
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Nézziik az V. tagot. Ha a p slir(iség allandonak tekinthetd az integraldsi vonal mentén,
akkor a derivalas szabalyai szerint bevihetd a gradiensen beliilre. A mtiveletek elvégzése utan:

2

1 2
- f —grad(p)ds = —f grad (B) ds = — P2 ﬂ]
p P 1 P p P

Ha a stiriséget nem allanddnak, hanem a nyomas fiiggvényének tekintjiik, akkor szintén
egyszerlsithet6 az V. tag:

2
1 _ pzd—p
_!puﬂgmﬂmds_ th@)

Mindazonaltal cseppfolyds kozeg, vagy kis aramldsi sebességli légnemti kozeg esetén
altaldban teljesiil, hogy p = dll., igy élhetiink ezzel a kikotéssel. Az egyes tagok megvizsgalasa
utan vegyiik végig még egyszer, hogy milyen elhanyagoldsokat, kikotéseket tettiink eddig;:

» az dramlas surlodasmentes,
» az aramlas stacionarius,

> azintegralast aramvonal mentén hajtjuk végre,
> afolyadékra hatd eréterek potencidlosok,

> afolyadék stirtisége allando.

Amennyiben ezek a feltételek fenndllnak, a (2.19.) egyenlet az aldbbi mddon

egyszersodik:
2 2 2
%) %1 P2 P P1 V1 %) 2
— ——=—|U, - U] - |——— —+—+ U, =—+—+U
> > [U; — U4] [p p] P + > + Uy P + > + U

Mivel nem tettiink kikotést arra vonatkozdan, hogy az aramvonal mentén hol helyezkedik
el az 1-es és a 2-es pont, ezért az Osszefliggésnek barmely két pontra igaznak kell lennie.
Vagyis:

p v
S+ —+U=all (2.20.)
p 2

s

Ez a Bernoulli-egyenlet egyszeriisitett alakja. A bal oldalon 1év6 harom tag Osszege tehat
allando. Az elsé tag a folyadék nyomdasabdl, a masodik tag a folyadék mozgasabdl, a harmadik
pedig a folyadék helyzetébdl szarmazo, egységnyi tomegre vonatkozd energiat fejezi ki. A
harom tag Osszege a folyadék teljes energidjat adja meg, amely a (2.20.) egyenlet alapjan
allando, igy a Bernoulli-egyenlet egyszertsitett alakja az energiamegmaradadst fejezi ki. Az
egyenlet bal oldalan lévdé hdrom tag Osszegét Bernoulli-0sszegnek, vagy Bernoulli-
entalpianak nevezzik.

2.3.3  Repiildgép példija (X-15)

Alkalmazzuk az egyszerisitett Bernoulli-egyenletet egy repiilégép példdjan. Képzeljiik el,
hogy egy repiilégép mozog egy bizonyos w- utazasi sebességgel. Szeretnénk stacionarius
modon leirni az dramlast, ezért a repiilégéppel egyiitt mozgd rendszerben vizsgaljuk a
jelenséget. Ennek kovetkeztében tigy tekinthetd, mintha a nyugvd légtér részecskéi egy w-
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relativ sebességgel mozognanak a repiilégép felé. Tavol a repiil6tdl, a nyugvd légtérben legyen
a nyomas p-, tovabba vegyiink fel egy dramvonalat a tavoli pont és a repiil6gép orrpontja
kozott. Azt tapasztaljuk, hogy a repiil6gép orrahoz érve a levego feliitkozik azon, igy kialakul
egy un. torléopont. A torlépontban a levegd sebessége zérus, vagyis a repiilégép orra megallitja
az aramlo kozeget (2.12. abra).

T: torlépont

2.12. abra. Bernoulli-egyenlet repiil6gép példdjin [4].

Amennyiben egy nyomdsméré-miszerrel mérnénk a nyomast, igy a tavoli pont nyomasa
az un. statikus nyomdsnak felelne meg (p-), ami nem mads, mint a zavartalan dramlas nyomasa.
A torlopontban ugyanakkor egy torldponti nyomads, vagy masnéven dssznyomads (ps) mérhetd,
ami pedig a megallitott kozeg nyomasa.

E két pont kozotti dramvonalon felirva a Bernoulli-egyenletet adddik, hogy:
P, + gwmz = p, = all. (2.21.)

A bal oldal masodik tagjat dinamikus nyomdsnak nevezziik. Tehat a (2.21.) egyenlet
alapjan a statikus nyomas, illetve a dinamikus nyomas 6sszege megegyezik az 6ssznyomassal,
amely dramvonal mentén allandé. Ez megfeleltethetd az energiamegmaradas torvényének.

A fentiekre épitve, vizsgaljuk meg, hogyan miikodik egy repiil6gép szarnya, avagy ezzel
teljesen analog mdodon egy aramlastechnikai forgogép lapatozasa. A szarny elsédleges célja,
hogy felhajtoer6t — megfuvasi sebességre merdleges iranyu erdt — generaljon, ezzel a levegében
tartva a repiilégépet. A 2.13. abran lathatd egy repiil6gép szarnymetszete. Ahogy érkezik a
kozeg w- sebességgel (a ,,~” index azt jelzi, hogy tavol vagyunk a szarnytol, a szarny eldre
hatdsa mar nem érvényesiil). Vagyis zavartalan aramlast feltételeziink, ahol legyen helyileg a
statikus nyomas p--.

SZ =szivottoldal: p<p..; w>w.

F

[CNCNCEC)

W, Do © 008
e

g — <

NY =nyomottoldal: p>p..; w <w.,
2.13. abra. Szdrnymetszet miikodése.

Hogyan tud felhajtder6t eldallitani a szarny? Logikus, hogy a szarny felsé oldalan
valahogyan szivo hatds kellene megjelenjen, ennek megfeleld a szarnymetszet felsé oldalat
szivott oldalnak (SZ) nevezziik. Illetve éppen ellenkezd hatast szeretnénk elérni a masik
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oldalan: tehat a kornyezeti nyomashoz képest legyen tulnyomads, ennek megfeleléen ezt
nyomott oldalnak (NY) hivjuk. A depresszid kovetkeztében a szivott oldalon az atlagos
nyomas kisebb lesz, mint a zavartalan p-~ nyomas. Ez a Bernoulli-egyenlet (gravitacio hatasat
elhanyagoljuk) értelmében azt fogja eredményezni, hogy a szivott oldalon az aramlasi
sebesség nagyobb atlagosan, mint a szarnytdl tavol érvényes w- sebesség. Eppen ellentétes a
helyzet a nyomott oldalon, vagyis itt az dramldsi sebesség atlagosan kisebb, mint a w-
sebesség. Tehat a szivott oldalon fel kell gyorsitanunk, a nyomott oldalon pedig le kell
lassitanunk a kozeget.

Ehhez kapcsolddik egy nagyon fontos fogalom, a cirkuldcié (I). Ami nem mas, mint egy
zart gorbe mentén vett vonalintegralja a sebességnek:

%wds =r (2.22.)
g

A g-vel jelolt, ora jarasaval megegyezd irdnyitottsagt zart gorbe mentén vett vonalintegral
(2.13. abra) pozitiv lesz, hiszen a szivott oldalon — ahol a sebességvektor és g gorbe
iranyitottsdga megegyezik (pozitiv irdny) — nagyobbak a sebességek, a nyomott oldalon
(negativ irdny) pedig kisebbek. Azaz, ha azt szeretnénk, hogy egy test koriili dramlas
felhajtoerSt hozzon létre, akkor biztositani kell, hogy a test koriil a cirkuldcio zérustdl eltérd,
pozitiv szamérték legyen. Ezt megfelel6en megvalasztott szarnyprofillal és megfavasi szoggel
tudjuk elérni.

2.3.4 Euler-egyenlet természetes koordinata-rendszerben

Vizsgaljunk meg egy autd karosszéridja koriil kialakulé nyomaseloszlast (2.14. abra).

Tavol a karosszériatol legyen po a kdrnyezeti nyomads. A karosszéria elején helyileg
talnyomds jon létre, mivel megnovekedett nyomds sziikséges ahhoz, hogy a levegd
részecskéket ezen a gorbiilt aramvonalon tartsa. Ennek gyakorlati jelentésége, hogy emiatt
ezen a helyen szokas bevezetni a szellzllevegdt az utastérbe. A gorbiilt daramvonalak
kovetkeztében az auto tetején egy szivohatas jelenik meg. Ennek kompenzalasra alkalmaznak
az autd hatso részén un. spoilereket, melynek kovetkeztében tulnyomas alakul ki, ami
igyekszik leszoritani az autd hatuljat talajhoz. Hogyan lehet daramlastanilag igazolni a fenti
kisérleti tapasztalatokat? Az Euler-egyenlet természetes koordinata-rendszerben vald
felirasaval, amely staciondrius esetben a térerdk elhanyagoldsaval a kovetkezéképpen irhato:

—+Dv=g——gradp = Dv = ——grad 2.23
. v=g grad p \ gradp (2.23.)

Vegyiink fel egy specidlis koordinata-rendszert (2.15. abra) egy gorbiilt aramvonal
mentén. Mivel az 4aramvonal definicié szerint minden egyes pontjaban érintéleges a
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sebességvektorra, igy ennek megfeleléen tudunk értelmezni egy érintd irdanyi egységuvektort
(e). Tovabba gorbiilt &ramvonal révén fel tudunk venni egy adott ponthoz tartozdan egy
gorbiileti sugarat (R) és egy hozza tartozo gorbiileti kozéppontot. Ez a sugérirdnyu koordinata
kijeloli az 4ramvonalra merdleges iranyt, melyet a normdlis irdnyii egységvektorral
jellemziink (n). Még egy harmadik koordindta irdnyt is sziikséges kijelolni, ezt a jobbkéz
szabaly alapjan tehetjilk meg, vagyis az érintd, illetve a normadlis irdnyu egységvektor
vektoridlis szorzataként allithato el6 az tun. binormadlis irdnyi egységvektor (b). Ezen harom
vektor alkotja az un. kisérd triédert, melyek kijel6lik a tovabbiakban alkalmazott természetes
koordinata-rendszert. Irjuk fel az Euler-egyenletet ebben koordinata-rendszerben!

aramvonal \

\
gorbiileti kp. x
2.15. 4bra. Aramovonal természetes koordindta-rendszerben.

Az érinté-iranyu komponens:

ov 16p=>6p_ av 54
FEA pde  de PV e (2.24.)

|
- /
> <
0 0
4 _E ______ P _p_ ....... I S —— —1-Po—>
talnyomas depresszio
r \
—

GYORSUL LASSUL

2.16. abra. Aramlds konfiizoron (bal), diffiizoron (jobb) keresztiil.

Konfazor esetén az dramlds irdnyaba gyorsulni fog a kozeg, igy a fenti egyenlet értelmében
muszdj, hogy csokkenjen a kozeg nyomadsa. Ennek kovetkezménye, hogy szabad kiftivas
esetén a belépésnél tulnyomast kell biztositani, hogy fenntartsuk az aramlast. Ezzel szemben
a diffuzor lassitja a kozeget az dramlas irdnydba, igy a statikus nyomasnak novekednie kell.
Ez fogja eredményezni, hogy szabad kifavas esetén depresszid alakul ki a belépésnél, amely
akar képes megszivni, és ezaltal “rasegiteni” az 6t megel6z6 rendszerre.

Diffazor esetén azonban fel kell hivni a figyelmet egy masik fontos jelenségre, mely a
kovetkezd: a fal kozeli folyadékrészeket nem csak az aramlas iranyaba novekvd statikus
nyomas, hanem a fali surlodas is fékezi. Ennek hatdsara a folyadékrészek hajlamosak lesznek
megallni, s6t akdr visszafelé aramolni! Errdl a késébbiekben még bévebben lesz szo.
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Most nézziik a normalis-iranyt komponenst! Fontos megjegyezni, hogy a centripetalis
gyorsulds kovetkeztében ebben az esetben is van a folyadékrészeknek gyorsulasa:

v? 10p v?  dp

=TS = 2.25.
R pon p R 0dn ( )
Ebbdl az aldbbi fontos megallapitasokat tehetjiik (2.1. tablazat):

2.1. tablazat. Euler-egyenlet normdlis-irdnyii komponense.

0 0
R>O:—p>0 R—>00:—p—>0
on on
Gorbiilt &ramvonalak mentén a gorbiileti Parhuzamos daramvonalak esetén az

kozéppontdl tavolodva a statikus nyomds  dramvonalakra merdleges iranyba a statikus
no nyomas nem vdltozik

Utobbi egyik tovabbi fontos kovetkezménye, hogy egy szabadsugar esetén, ahol jo
kozelitéssel parhuzamosak az daramvonalak, a szabadsugar belsejében a nyomas megegyezik

% U .,“,,,,,.._,,“,,,,, -
JPETE JEURE O
[ //

2.17. abra. Szabadsugdr.

a kornyezeti ponyomassal.

A teljesség igényével a binomialis irdnyba nincs gyorsulds, igy ebbe az iranyba nem
valtozik a statikus nyomas.

2.3.5 Potencidlos (,,szabad”) 6rvény — pl. torndido

Az el6zbekben gorbiilt aramvonalakrol volt szo, a kovetkezOkben pedig ennek egy specidlis
esetét, az in. potencidlos Orvényt targyaljuk. Sok esetben igy modellezhetk a kiilonféle
orvényjelenségek, pl. a természetben el6forduld tornddok, forgdszelek, vagy a hdztartasi
lefoly6knal kialakult d&ramlasok, de ide tartozik a miiszaki életben jelenlévd ciklonok is.

2.18. abra. Potencidlos 6rvény (pl. tornddd metszetei).

Vizsgaljuk meg az dramldasi viszonyokat! Ehhez koncentrikus kor alaku aramvonalakat,
tovabba sikaramlast feltételeziink. Utobbi a kovetkezdt jelenti matematikailag:
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0
v, = 0; EP =0
Vagyis barmelyik metszetben vizsgdljuk az dramképet, ugyanazt az dramlast latjuk. A
gorbiilt aramvonalak kovetkeztében a tornadoé kozepében (forgastengely) hatalmas
depresszi6 van jelen, ez fejti ki a tornddd pusztitd hatasat. Tovabbi fontos tapasztalat, hogy
tavolabb a forgastengelytdl bar koralakii &ramvonalakon mozog a kozeg, de az egyes a

folyadékrészek nem fordulnak el (2.18. abra), vagyis rotaciomentes az aramlas:
rotv=2w =0

Nézziik meg a potencidlos 0rvény sebességeloszlasat, ehhez pedig elevenitsiik fel a Stokes-
tételt (2.19. abra):

frotv dA = ﬂgvds =T (2.26.)
A g

2.19. abra. Stokes-tétel.

Képzelteben ragadjunk ki egy kis darabot az &ramképbdl és nagyitsuk ki (2.20. dbra), majd
alkalmazzuk a Stokes-tételt.

0(r2)

2.20. abra. Szabad-Grvény egy kis része.

A rotaciomentességbdl kovetkezik, hogy a (2.26.) egyenlet bal oldala zérus, melybdl pedig
az, hogy az egyenlet jobb oldala is zérus. Tehat az 6rvénymentesség cirkulacidomentességet is
fog jelenteni. Vagyis a 2.20. abra alapjan a cirkulaci6 a kovetkezdképpen irhato, felhasznalva,

hogy a sebességek konstansok az ivhossz mentén:

2 3 4 1
r=0-= fygj + f vds +fy_c§ + f vds = v(ry))r,d —v(r)rd =0 (2.27.)
1 1t 2 3 1L 2

Ebbdl adodik, hogy:

39



1
vr =all.=> v~ (2.28.)

A (2.28.) egyenlet alapjan belathatd, hogy a potencidlos orvénynek szingularitdsa van az
origoba. Ez azt jelentené, hogy a sebesség ebben a pontban ”elszall” végtelenbe. Azonban a
természet ezt nem képes megvaldsitani, igy van egy hatdr ameddig az tn. forgatag (szabad-
orvény) terjed. Ezen a hatdron beliil, a forgastengely kozelében kialakul egy orvénymag,
amely merevtest-szer(i forgdssal jellemehetd. Ezt a modellt Rankine-féle orvénymodellnek
(2.21. abra) nevezziik.

Ujr

v =

[
[
[
[
[
l
'
'
'
'
'
'
'
|
T
'
'

orvénymag

-

forgatag

2.21. abra. Rankine-féle rvénymodell.
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3 Aramlastani mérések

A miszaki életben fontos, hogy a kiilonb6z6 aramld folyadékok mennyiségét mérni tudjuk,
hiszen gyakran ezekért a folyadékokért a felhasznalonak fizetnie kell. Elegendd korbe nézni a
haztartasban, ahol megtalalhat6 a vizora, gazdéra vagy akar a villanydra, bar ez utdbbi nem a
klasszikus aramldstan témateriilete.

3.1 Nyomasmérés
3.1.1 Statikus nyomds

Definicié szerint a statikus nyomds a zavartalan kozegben uralkodé nyomads. A kérdés az,
hogy példaul egy belsd, cs6aramlas esetén (3.1. abra) milyen tton tudjuk megzavaras nélkiil

megmérni a belsd statikus nyomast.

/X
pst

[

!
|
!
|
i Pst

3.1. abra. Zavartalan dramlds fal mellett.

Ha feltételezziik, hogy parhuzamos dramvonalak vannak jelen, akkor az Euler-egyenlet
természetes koordindta-rendszerben felirt, normalis-irdnyt komponensébdl kovetkezik, hogy
az aramvonalakra merdlegesen nem valtozik a nyomas. Tehat az abran lathaté mdodon a belsd
p statikus nyomast ki tudjuk vezetni egy statikus nyomdsmegcsapolds segitségével.

3.1.2  Ossznyomds

Az dssznyomas definicio szerint a megallitott kozeg nyomasa, vagy masnéven a torloponti
nyomas. Ebbdl kifolyolag ennek méréséhez meg kell allitani a kozeget, melyre alkalmas az tn.
Pitot-cso (3.2. abra).

T - torlépont
\

3.2. abra. Pitot-csé.

A Pitot-csovet behelyezve az aramldsba, az orran egy torlopont alakul ki, és ennek

megfelelGen a helyi 0ssznyomas kivezethet6 a cs6 végén.
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3.1.3 Dinamikus nyomds

Ha ismert a statikus nyomads és az 6ssznyomas is egy adott mérési pontban, akkor a Bernoulli-
egyenlet alapjan szdrmaztathaté a dinamikus nyomads, abbol pedig kifejezhetd az aramlasi
sebesség az alabbiak szerint:

Pdin = Ps = Pst = gvz - v= %pdin (3.1.)

A gyakorlatban a mérési pontban sokszor nem garantalhatok a parhuzamos, egyenes
dramvonalak. Eppen ezért ilyen esetekre sziikségszer(i valt kidolgozni egy olyan speciélis
mérdeszkozt, amellyel helyileg megmérheté mind a statikus, mind az 0ssznyomas, ezéltal
pedig meghatdrozhatd a dinamikus nyomas. Ezt a specidlis eszkdzt Prandtl-csonek nevezziik
(3.3. dbra), ami nem mas, mint egy statikus nyomasméré szondaba agyazott Pitot-cs6. Ezzel a
szabvanyban rogzitett geometridji mérdeszkozzel a helyi dramldsi sebesség akar néhany
szazalék pontossaggal megmérhetd.

/)

Ps Pst
3.3. abra. Prandtl-csé.

3.2 Térfogatarammeérés
3.2.1 Sebességmeérésre visszavezetett

Induljunk ki a térfogataram definiciojabdl, ami a sebesség feliileti integralja. Ez a feliileti
integral ugy kozelithet, hogy kivalasztunk egy méréstechnikai szempontbodl célszeri
aramlasi keresztmetszetet, mely legyen a dominans aramlasi irdnyra merdleges. Ezutan
osszuk fel dAi elemi teriiletekre azt, és helyileg mérjiik meg az egyes részteriiletek
sulypontjaban a merdleges vi, sebességkomponenst. E kettdt 6sszeszorozva, majd dsszegezve
a teljes feliileten adddik a térfogataram:

n

qy, = fvdA ~ Z v; AA; (3.2)
A

i=1
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3.4. abra. Térfogatiram mérés elemi feliileteken vett sebességmeérés segitségével.

3.2.2  Sziikitdelemes (pl. dtfolyd mérdperem)

Ezen mérdeszkoz elve a kovetkezd: az dramlasban szandékosan létrehozunk egy sztikiiletet,
ezzel lecsokkentve az 4ramldsi keresztmetszetet. A kontinuitds értelmében, igy helyileg
megnd az aramldsi sebesség. Vagyis kialakitottunk két eltérd sebességli zonat, melyekhez a
Bernoulli-egyenlet értelmében kiilonb6zé nyomas értékek tartoznak. Ilyen modon,
nyomaskiilonbség mérés alapjan mérhetd a térfogataram (3.5. abra).

3.5. abra. Atfolyoméréperem miikodése [5].

A térfogataram idedlis esetben (surléddsmentes, Osszenyomhatatlan) kifejezhetd, ha
szarmaztatjuk a sebességet a dinamikus nyomasnal leirtakkal analég modon, és
megszorozzuk a sztkiilet keresztmetszetével:

qy = ag— ;Ap (3.3.)

A valdsagban azonban gyakran nem idedlis folyadékokkal taldlkozunk, igy egyrészt
figyelembe kell venni a folyadéksurlddast, melynek hatasara a folyadéksugar 0sszehtuzodik
(nem képes kitolteni a teljes torokkeresztmetszetet). Ez az 0sszehtizddas az a kontrakcios-
tényezdvel vehetd figyelembe. Masrészt mivel a lecsokkent nyomds hatdsara valtozik a
folyadék stirtisége is, igy nem tekinthet6 dsszenyomhatatlannak a kozeg, ezt pedig az un. ¢

expanzios-tényezo jellemzi.
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3.2.3 Modszerek dsszehasonlitasa

Annak a kérdésnek a megvalaszoldsahoz, hogy melyik térfogatdirammérési mdodszert mikor
érdemes alkalmazni a 3.1. tablazat nyujt segitséget.

3.1. tablazat. Térfogatdrammérési modszer kivdlasztdsi elvek.

Sebességmérésre visszavezetett Szikit6elemes

folyamatos, szavatolt (szabvanyos)

eseti, becslé mérés L
pontossagu mérés

allapotfelmérés, hibadiagnosztika elszamolasi mérés, folyamatiranyitas
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4 Orvénytételek
4.1 Thomson (Lord Kelvin) - tétel

Képzeljiink egy folyékony, zart vonalat. Ez valtoztathatja alakjat és méretét egyarant, de
mindig ugyanazon "megfestett” folyadékrészekbdl all (4.1. abra).

4.1. abra. Folyékony, zdrt vonal.

William Thomson arra kereste a valaszt, hogy id6ben hogyan véltozik a folyékony, zart
vonal cirkulédcidja. Ennek matematikai megfogalmazasa:

ar d 4
FTARTS A (4.1.)
El8szor vizsgaljuk meg kiilon az integralando szorzat id6beli valtozasat:
d dv d(ds)
a (VdS) = Eds +v dt (42)

>

A (4.2.) egyenlet jobb oldalanak masodik tagjaa v sebésség és a ds vonalelemvektor idébeli
megvaltozasa. Ez kifejezheté tgy, mint az vonalelemvektor alsé és felsé végpontjainak
elmozduldsanak kiilonbsége:
d(ds) B

.

A sebességvektor megvaltozasa a derivalttenzor segitségével kifejezhetd:

d(ds) = (v+ dv)dt — vdt = dvdt = dv 4.3.)

dv = Dds

Vagyis a (4.3.) egyenlet masodik tagja, az egyszerliség végett kétdimenzios esetben
(sikaramlas), az alabbiak szerint irhato:

T I[_va dx + _(')vx dy]|
% ov ov av ov.
vdv=des=[ x] | 0x 0y |=vx(—xdx+—xdy)+v —dx +—=2dy
vyl |ov, dvy, ox dy Y\ ox dy
172 4 2%
0x dy

[&(%Jf%)} dx]  grad <v_2> s
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Ezzel a cirkulacié idobeli valtozasa:

dr—jg W ¢ grad (2| 44
dt_gdt gra > s (4.4.)

Amennyiben feltételezziik, hogy az dramlds stirléddsmentes, potencialos erdterek vannak
jelen, valamint 6sszenyomhatatlan a kozeg (p = dll.), a folyadékrész mozgasegyenlete leirhato
az Euler-egyenlettel:

dv_ 1 q
dt_g pgra p

Ezt felhasznalva a (4.4.) egyenlet az alabbi alakra hozhato:

dp—jg du —grad(2) + a(Z)as = o0
T ’ gra gra P grad|— s= (4.5.)

Mivel egy skaldrmennyiség gradiensének tetszOleges zart gorbe mentén vett integralja
zérus, a Thomson-tétel azt mondja, ki, hogy zdrt, folyékony vonal mentén a cirkuldcio id6ben
nem vdltozik. Szem el6tt tartva a Stokes-tételt, a kovetkez6 fontos megfontolasokat tehetjiik:

a) Surldddsmentes dramlasban Orvényesség nem keletkezhet, tehat a (fali) surlodas az
egyik el6feltétele az 6rvényeség keletkezésének.

b) Potencidlos erdterek jelenléte nem generdl orvényességet, de pl. a Coriolis-erétér
mindig 6rvényességet visz be az dramlasba (pl. atmoszférikus orvények).

4.1.1 Thomson-tétel gyakorlati alkalmazadsa: repiiloterek biztonsdagi eldirdsa

Nézziik a Thomson-tétel egyik gyakorlati megnyilvanuldsat a kovetkezd tapasztalaton
keresztiil: a repiil6tereken megfigyelhetd, hogy miutdn egy repiil6gép felszall, és elhagyta a
kifuté palyat, el kell telnie bizonyos id6nek, amig a kovetkezd gép elindulhat. Vajon mi ennek
az oka? A valaszhoz vegylink fel zart folyékony vonalat a repiilégép szarnymetszete koriil,
amely szabadon deformalddhat (4.2. abra).

Pf=O,F=0

4.2. abra. Nyuguo szdrny koriili zart folyékony vonal.

Kezdetben, amikor a repiilégép még nyugalomban van, nincsen felhajtéerd, azaz a
cirkuldcié is zérus. Tovabba a Thomson-tétel értelmében a cirkuldcidnak zérusnak is kell
maradnia. Azonban, ha a szarny mozgasba jon, rajta felhajtoerd, aminek értelmében — ahogy
el6z6 fejezetben mar targyaldsra keriilt — egy pozitiv I' cirkuldcié képzddik. Ez a Thomson-
tétel kovetkeztében csak abban az esetben lehetséges, ha egy megegyezd nagysagu, de
ellentétes elGjelti cirkulacié keletkezik. Ez az un. induldsi érvény. Az ellentétes irdnyitottsag
fizikai tartalma az, hogy a szivott oldali depresszio és a nyomott oldali tilnyomas a szarny
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végén (annak megsziinésével) kiegyenlitddik, és ennek megfelel6en a nyomott oldal irdnyabdl
egy a 4.3. abranak megfelel6 megkeriil6 aramlas alakul ki.

megallasi orvény -I'=indulasi érvény
4.3. abra. Induldsi/megdlldsi 6rvény kialakuldsa.

Az indulési 6rvény mindaddig fennmarad, amig a Thomson-tétel feltevési érvényesek.
Ennek megfeleléen a valdsagban a suarlddéas hatdsara az Orvény iddben eldisszipalodik,
”felemésztédik”. Teljesen hasonld jelenség figyelheté meg leszallaskor, ahol a korabbi pozitiv
felhajtderd, és ennek értelmében a cirkuldcid, zérusra kell csokkenjen. A szarny elé
legongyolddik egy tun. megdlldsi 6rvény, amely a szarny kortili cirkuldcidéval azonos nagysagu

és elgjelt cirkulacioval jellemezhetd.

4.2 Helmholtz 1. tétele

Vegyiink egy folyékony orvénycsovet (fiistkarikat), amelyet egy 6rvényagyuval hozunk létre
(4.4. abra). Ezt megvalosithat6 példdul tigy, hogy erésen megiitiink egy membrant, melyet egy
zart tér egyik végére feszitiink, a tér masik végén pedig egy éles peremii kiftivast alakitunk ki.
A
=
orvényszalak
metszetei

4.4. abra. Fiistkarika metszete (bal) és 6rvényfeliilet (jobb).

A fiistkarikat alulrdl megfigyelve azt latjuk, hogy feliilete un. folyékony 6rvényvonalakbol
all, amelyek minden pontjukban érintélegesek a helyi rotv vektorra (4.4. abra). Jeloljiink ki
tovabba egy A Orvényfeliiletet darabkat, amely orvényvonalakbol all és a ¢ zart gorbe
hatarolja. Trjuk fel erre a rotacié feliileti integréljat és alkalmazzuk a Stokes-tételt:

f rotvdA =0 Sroresree jgvds =r=0 (4.6)
A 1 g

Mivel a rotv vektorok mindenhol érintik a feliiletet, igy a feliiletelem-vektorok
merdlegesek lesznek arra, vagyis a feliileti integral értéke zérus. Ebbdl kifolydlag a (4.6.)
egyenlet jobb odaldnak is zérusnak kell lennie, tehat a cirkulacié is zérus, és a Thomson-tétel
értelmében zérus is marad. Osszefoglalva: a folyékony Orvényfeliilet meg6rzi folyékony
orvényfeliilet jellegét. Hétkoznapi példaval élve a fiistkarika megdrzi a fiistot, ameddig a
Thomson-tétel esetén hasznalt feltételezések érvényesek (surlodas!).
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4.2.1 Helmbholtz I. tételének gyakorlati alkalmazdsa: medence klorozdsa

Egy fiirdbmedencében az iizemeltetd azt tapasztalja, hogy a medence geometridja és
frissvizbevezetés modjanak kovetkeztében egy kiterjedt orvény alakul ki a medence kozepén.
Helmbholtz I. tételének értelmében az 6rvény nemcsak kijutni nem engedi vizet, hanem a
kornyezetébdl beengedni sem hagyja azt. Ebbdl fakaddan a vizmindség megdrzése érdekében
bejuttatott klér nem képes a medence kozepébe behatolni. Mire a medence kozepében is
megfelel§ koncentracidju lesz a klor, a széleken méar meghaladja az a megengedett

koncentracié mértékét.

=2,

P

4.5. abra. Medence klorozdsa.

4.3 Helmholtz II. tétele

A tornado egy természeti jelenség formdjaban megnyilvanuld, dramldstani értelemben vett
orvény, melynek tolcsére néhany kozhiedelemmel ellentétben minden esetben leér az dramlasi
tér hatdraig (talajig). Arra a kérdésre, hogy mi az az dramlastani torvény, ami miatt egy
folyékony 6rvénycs nem érhet véget az aramlasi tér belsejében Helmholtz II. tétele ad valaszt.

Vegyiik a tornado tolcsérének egy szeletét, amely egy folyékony 6rvénycsd, ebbdl adéddan
pedig minden pontjadban érintdleges a helyi rotv vektor. Ezen a palastfeliileten jeldljiink ki a
4.6. abraval 6sszhangban, specilis modon (piciny felhasitas a palaston) egy gp zart gorbét.

81, Ay

folyékony orvénycso

palast: Ap; gp

4.6. abra. Tornddo.
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[rjuk fel erre a gp gorbére a sebesség vonalmenti integraljat:
fﬁ vds Crokesteret f rotvdA =0 (4.7.)
N———— o .
9p Ap L

Ahogy azt Helmholtz I. tétele esetén mar belattuk, a feliileti integral érétke zérus lesz,
mivel a feliiletelem-vektorok merdlegesek a rotv vektorokra. Mivel a felhasitasbdl szdrmazo
két fliggbleges vonal nagyon kozel helyezkedik egymadshoz, a helyi dramldsi sebességek
megegyeznek. Tehat az ellentétes irdnyitottsadg miatt az ezekbdl szarmaztatott vonalintegralok
kiejtik egymast. Figyelembe véve a g1 és g2 gorbék iranyitottsagat:

jg vds =f vds (4.8.)
g1 g2

A fenti gondolatmenetet az 6rvénycs6 barmely mas (g, A) metszetére is alkalmazhato:
r= 3€vds = frot vdA = all. (4.9.)
g A

Vagyis a folyékony 6rvénycsd barmely metszetében a cirkulacié allando, és Thomson-
tételének értelmében idében sem valtozik. Kovetkezésképpen, folyékony érvénycso nem érhet
véget az dramlds térben (ha A — 0: rotv — o, ami nem lehetséges), igy:

> vagy onmagaban zarddik (flistkarika),
> vagy az aramlasi tér hatardig ér (tornado leér a talajig).
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5 Impulzustétel

Amennyiben a folyadékrdl a testre, vagy éppen forditva, azaz a testrdl a folyadékra hato eréket
szeretnénk megvizsgalni, akkor az impulzustétel lesz a segitségiinkre. Az el6bbi eset
gyakorlati relevancidja lehet példaul egy turbinalapatozas, ahol a folyadék altal a lapatozasra
kifejtett erd forgatonyomatékot eredményez a jarokerék tengelyén, ezaltal képesek vagyunk
tengelyteljesitményt levenni. Utdbbi pedig a kiilonb6z6 dramlésiranyito, illetve terelGelemek
tervezésénél fontos méretezési szempont.

Az er6 szamszer(sitéséhez alkalmazzuk Newton II. torvényét egy véges méretii
folyadékdarabra! Ha visszaemléksziink, az Euler-egyenlet szintén Newton II. torvényének
felel meg, ellenben ott egy elemi folyadékrészrdl volt sz6. Ehhez gondolatban zarjunk korbe
egy folyadékdarabot, mely tovabb dramolhat, valtoztathatja méretét, vagy akar alakjat is (5.1.
abra). Egy adott iddpillanatban ezt a folyadékdarabot jellemeze A(t) zart feliilet és V(t)
térfogat.

(- V(tdi)
S A(t+dt)

5.1. abra. Folyadékrész idbbeli viltozisa.

Ha err6l a jelenségrdl egy adott id6pillanatban készitenénk egy pillanatfelvételt,
elmondhato, hogy ez a folyékony feliilet egy un. ellendrzd feliiletként mtkodik (lasd kés6bb),
és ezen a feliileten, valamint az altala korbe zart térfogatban vizsgaljuk a jelenséget a
tovabbiakban. Nézziik meg, hogy mennyivel valtozik meg a folyadékdarab impulzusa egy
adott At id6 alatt, sirlodasmentes esetet feltételezve:

d
v V%LV = Jy i 8PAV =y PdA (5.1
m

Newton I torvényének megfeleléen az impulzus idSegységre jutd megvaltozasa (az (5.1)
egyenlet bal oldala) megegyezik a folyadékra hato er6kkel. Ez utdbbi egyrészt adddhat a
térfogatban 1év6 folyadéktomegre hatd erdterekbdl (az (5.1) egyenlet jobb oldalanak elsé
tagja), masrészt a folyadékdarab feliiletére hato kornyezd nyomasbdl szarmazd erébdl (az (5.1)
egyenlet jobb oldaldnak masodik tagja). Mivel sarléddsmentességet feltételeztiink, a feliileti
er6k merdlegesek a feliiletre, azaz a cstisztatofesziiltségbdl szarmazd erdkkel elsé kozelitésben
nem foglalkozunk. A negativ eldjel a feliiletelem és az erévektor ellentétes iranyitottsagabol
kovetkezik.
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Vizsgaljuk meg, hogyan lehet egyszer(ibb alakra hozni a (5.1.) egyenlet bal oldalat. Ehhez
kétféle hatast sziikséges figyelembe venni:

a) Instaciondrius: ez esetben az impulzusvaltozas adodhat az aramlasi jellemzok (p(t), v(t))

id0 szerinti valtozasabol:

[ vpav
at V(t)

Mivel ennek meglehetésen bonyolult a kezelésmddja, ha csak lehet, igyeksziink ugy
szemlélni az dramlést, hogy ezen instaciondrius hatdsok ne legyenek jelen.

b) Staciondrius: ahogy az elnevezésbdl is kovetkezik ez a tag staciondrius esetben is
megjelenik, és a folyadék odébb dramlasdhoz kothetd. Ragadjunk ki az 5.1. abran egy
a dA felillet dt id6 alatt torténd elmozduldsaval keletkezd folyadékhasabot, és
vizsgaljuk meg alaposabban (5.2. abra).

5.2. abra. Folyadékhasdb vizsgdlata.

A folyadékhasab élhossztisaga kifejezhetd az elmozdulds-vektorral a kovetkezdképpen:
ds = vdt

Ez alapjan a ferde folyadékhasab magassaga:

p dA it dA
“laAl ~ " Jaal
[rjuk fel a folyadékhasab altal képviselt impulzust:
dl = dmv = dVpv = vdt da |dA| 5.2
=dmv=dVpv=v [dA] pv (5.2)
Ennek idéegységre jutd megvaltozasa:
A yar 28 |dA| L (vdA) = di
dt ~ " aa) PV g T VP = (5.3.)
dqy
dqm

ahol a dI/dt = dI tagot a folyadék impulzusdramanak nevezziik. Fontos, hogy a fenti
kifejezés a (vdA) = dqv skaldrszorzatbdl adéddan eldjelhelyesen adja meg az impulzusaramot,
hiszen a feliiletelem-vektor mindig a feliiletbdl kifelé, v pedig az dramlds irdnyaba mutat.
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Mivel a V térfogatot hatarolo A feliileten ataramlik a kozeg, igy a levezetés kezdetekor
bevezetett mozgd, folyékony feliilet tobbé mar nem az. Itt és a tovabbiakban egy altalunk
felvett koordinata-rendszerben rogzitett, zart feliilet, melyet ellendrzo feliiletnek neveziink.
Osszefoglalva az eddigieket, surlédasmentes esetben a folyadékdarab impulzusdnak
idészerinti megvaltozasa a kovetkezéképpen fejezhetd ki:

2
afvvpdV + [, vp(vdA) = [, gpdV — [, pdA (5.4.)

5.1 Szilard test az ellendrzo feliileten beliil

Annak érdekében, hogy meghatarozzuk az aramldsba helyezett testre hato er6t, sziikséges az
ellendrzé feliiletbe bevenni a vizsgalt szilard testet is (5.3. abra).

5.3. abra. Szildrd test az ellendrzd feliileten beliil.

Ebben az esetben egy Osszetett feliilet jon létre, hiszen az eredeti A feliilet mellett
megjelenik a szilardtest hataran egy Avbelsé feliilet. E16szor vizsgaljuk meg, hogy a szilardtest
jelenléte miként befolydsolja a kordbban levezetett (5.3) egyenletben szerepld tagot:

J

A jobb oldal mésodik tagja zérus, mivel a szilardtest feliiletén nincsen ataramlas (vdA) =

vp(vdA) = f vp(vdA) + f vp (vdA)
A A

——

5SSz b =0

dgv=0. Ezek utan nézziik meg, hogy a szilardtest hogyan befolyasolja a nyomasbdl szarmazo

-,

Mivel a feliiletelem-vektorok mindig kifelé mutatnak a feliiletbdl, igy az 5.3. abranak

erdket:

pdA=—fpdA—J pdA
A A

0ssz b

megfeleléen azok a szilardtest belseje felé mutatnak. Vagyis az Av feliileten 1évd
nyomaseloszlast Osszegezve kapjuk azt az R er6t, amelyet a folyadék kifejt a szilard testre.

5.1. tablazat. A hato er iranydnak értelmezése.

+R —R

A testrdl a folyadékra hato erd. Mivel az
impulzustétel a folyadékra vonatkoztatott
mozgasegyenlet, igy valdjdban ez a tag
szerepel az egyenletben.

A folyadékrol a testre hato erd
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Az eddigiek alapjan felirhatjuk az impulzustétel altalanos alakjat, figyelembe véve
surldédasbol szarmazd erék hatasat (S) az ellendrzo feliileten:

d

— vdV+fv vdA =f dV—f dA—R+S

atfvp i p(vdA) 8P P (5.5)
1 2 3 4

Az (5.5) egyenlet egy vektoregyenlet, melynek dimenzidja [N]. Mivel sok eseteben nem
latunk bele az aramlds belsé finomszerkezetébe, ezért toreksziink a térfogati integralok
kiejtésére. Ezaltal a megoldandé egyenletekben csak feliiletiintegralok jelennek meg, amelyek
egy alkalmasan megvalasztott ellendérzd feliilet esetén konnyebben szamithatok. Igy a
folyadékrol a testre hato erd is viszonylag egyszertien meghatarozhato.

5.2 Impulzustétel alkalmazasa: siklapra hato erd

Lgjiink meg egy vizsugarral a lap feliiletére merdlegesen egy siklapot (5.4. abra)! Tekintsiik
ugy, hogy a lap a vizsugar hatdsara elmozdulhat, a lap sebessége legyen u. Hogyan szamithaté
a lapra hat6 aramldsbol ad6do erd?

5.4. abra. Siklapra I6tt folyadéksugar.

5.2.1 Allé siklap (u=0)

A fenti kérdés megvalaszolasahoz a kovetkezd ajanlasok, 1épések altalanos érvénytek, és akar
bonyolult aramlasi esetekben is az impulzustétel egy célravezetd alkalmazasat adjak:

I.  El6szor minden esetben vizsgdljuk meg, hogy staciondrius-e az dramlds. Amennyiben
igen, tigy a (5.5) egyenlet els6, instaciondrius tagja kiejthetd.

I.  Ellen6rzd feliilet felvétele:
a) Ha az R testre hatd erdt keressiik, mindig vegyiik be a testet az ellendérz6 feliileten
beliilre.
b) Az ellen6rzd feliilet hatarait tgy jeloljiikk ki, hogy az atdramldsa irdnya legyen
merSleges az ellendrzd feliiletre, igy az I impulzusdram-vektorok konnyen
szamithatova valnak (Id. 5.4. abra)
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III.  Vizsgdlati koordindta-rendszer: révén, hogy vektoregyenletrdl van szd, sziikséges
felvenni egy vizsgalati koordinata-rendszert. Hanyagoljuk el a surlédas hatasat a
siklapon, igy cstuisztatofesziiltségbdl adodo, lappal parhuzamos erék nem ébrednek.
Ebbdl kovetkezik, hogy a lapra hato erd a lapra merdleges lesz, vagyis célszerlien ugy
valasszuk meg az x-koordinatat, hogy az merdleges legyen a lap feliiletére (az y-
koordinata pedig legyen x-re merdleges).

IV.  1impulzusdram-vektorok szdrmaztatdsa:

a) Ha az atdramlds merdleges az ellendrzé feliiletre, az impulzusaram-vektor
nagysaga az aldbbi médon szamithato:

|i| = I = vp(vA) = vpq, = vqy, = v?pA

b) Azimpulzusdram-vektornak mindenkoron parhuzamosnak kell lennie a sebesség-
vektorral.

c¢) Az impulzusaram-vektor az ellenérzé feliiletb6l mindig kifelé mutat (v(vdA)
elGjelhelyes szorzat). Péld4ul, az I; impulzusadram-vektor irdnya negativ x-irdnyt,
hiszen v irdnya ugyan pozitiv, de a feliileten bedramlas van, ami mindig negativ go
térfogataramnak felel meg.

V.  Erdterek hatdsa: fligglleges lap esetén a g nehézségi erétér nem jatszik szerepet az x-
iranyu vektoregyenletben (esetlegesen felléphet a vizsugar enyhe eltériilése, de ennek
a kiszamitando erd szempontjabol nincs jelentdség). Tehat az (5.5) egyenlet 3. tagjaval
nem sziikséges foglalkozni a tovabbiakban.

VI.  Nyomdsbdl szdrmazo erdk: az ellendrzd feliilet ligyes megvalasztasaval garantaltuk,
hogy a teljes feliileten — az Euler-egyenlet kovetkeztében (parhuzamos aramvonalakra
merdlegesen nem valtozik a nyomas) — légkori nyomas uralkodik (p = po), tehat:

—fpdA=0
A

A fenti ajanlasokat figyelembe véve felirhat6 az impulzustétel az 4ll6 siklap esetére:
x: 0—v?pA=0-0—-R,+0 = R,=7v%pA=vpq, =vqn (5.6.)

ahol az Rxnagysagu er6 irdnya pozitiv x-irdnyu, vagyis a folyadéksugar , eltolni” igyekszik
a siklapot. 2D siklap esetén a kilépd feliileten az elemi impulzusdram-vektorok integralja
zérus, mivel a sebességvektorok nagysaga allandd, azonban irdnyuk ellentétes.

Kreativ impulzustétel:

Az el6z6 allo siklapos estere a kovetkezd egyszerfisitett szemléletben is alkalmazhatjuk az

impulzustételt: A lapra hato erd ugy is kifejezhetd, mint egy At vizsgalati id6 alatt a folyadék

impulzusanak megvaltozasa. A folyadék x-irdnytu beérkezd impulzusa ugy is szemlélhetd

mint a At id6 alatt beérkezd Am tomegti folyadék szorozva a folyadéksugar sebességével. A

kilépd x-iranyt impulzus zérus, mivel az 6sszes kilépd impulzusdram-vektor y-irdnyba mutat.
Am

1 1
R, = At [Ibe,x - Iki,x] At [Am - v —0] = vA_t = Vqm (5.7.)
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5.2.2  Mozgé siklap (u #0)

Amennyiben példdul tobb, a korabbihoz hasonld siklapot egy turbina jarokerekéhez
szereliink, a lapra hatdé eré a jarokerék tengelyén nyomatékot eredményez. Mivel ezt a
turbinatengelyrdl levehetd teljesitményként hasznosithatjuk, gyakorlati relevanciaval bir,
hogy megengedjiik a lap elmozdulasat.

All6 megfigyelési rendszerbsl szemlélve azt tapasztaljuk, hogy az aramlés erdsen
instacionarius! Azonban ez az idoéfiliggés kikiiszobolhets, ha a lappal egyiitt mozgé
rendszerben vizsgaljuk a jelenséget. Ebben az egyiitt mozgd rendszerben — amelyben az
ellenérz6 feliilet is a lappal egyiitt mozog — az dramlds mar staciondrius, azonban a
folyadéksugar v sebessége helyett egy (v-u) Un. relativ sebesség jelenik meg. Az el6z6
gondolatmenet alapjan, ezt a sebességet behelyettesitve (5.6.) 6sszefiiggésbe a mozgd siklapra
haté er6:

R, = (v —u)?pA (5.8.)

5.3 CsoOvezeték hirtelen zarasa: Allievi-elmélet

Amennyiben egy csévezetékben viz dramlik, amelyet {izemviteli okok miatt 6vatlan mddon
hirtelen lezdrunk valamilyen zdroszerelvénnyel, a folyadék tehetetlensége kovetkeztében
jelentés — nyomasban megnyilvanuld — erék ébrednek, melyek , megtorpantjdk” a folyadék
mozgasat. Amennyiben talsadgosan gyorsan zarjuk le a csovet, el6fordulhat, hogy az uralkodo
rendszernyomds tObbszOrose valosul meg, amely akar a csOvezeték tonkremenetelét
okozhatja. Ebbdl kifolydlag a gépészeti életben toreksziink ezen jelenség elkeriilésére. Arra
kérdésre, hogy hogyan tudjuk elkeriilni ezt a kdros jelenséget, az impulzustétel ad valaszt.
Lorenzo Allievi (1856-1941) volt az az dramlastechnikai szakember, aki egy vizturbinacsé
hirtelen zardsa miatti csrobbandst vizsgalt, a kovetkezékben az 6 elméletét ismertetjiik:

op nyomashullam
v v-Av
— - ~+—- ————
e =
A nR
p r'y
N
1= Ap
= I

>

5.5. abra. Csdvezeték hirtelen zdrdsa.

Vizsgaljunk meg egy A keresztmetszetii csOvezetéket, amelyben zavartalanul v
sebességgel aramlik egy p strliségl kozeg. Az 5.5. abra lathatd zaroszerelvény hirtelen zaras
esetén a kezdeti v sebesség a zardszerelvény utan kisebb lesz, legyen a sebességcsokkenés
értéke Av. Ahhoz, hogy "lefékez6djon” a zardszerelvény el6tti folyadék, jelentds er6knek kell
ébrednie, amely a zards miatti Ap nyomdasnovekedésbdl szarmazik. Ez a Ap nyomasnovekedés
a zaras helyétdl a csé mentén az aramldssal ellentétes iranyba halad a hullamterjedési
sebességgel (hangsebesség) un. nyomdshulldm formajaban.
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Hogyan tudjuk kiszdmitani ezen A keresztmetszett cs6vezeték zarasa folyaman kialakuld
Ap nyomasnovekedést? Képzeljiik el, hogy a zarastol kezdédden egy At idé elteltével a
kialakult nyomashulldm mar kifejtette lassito hatdsat egy [ hosszuisagu szakaszon. Ezt az [
hosszt a hullamterjedési sebesség felhasznalasaval az aldabbi modon fejezhetjiik ki:

| = aAt (5.9.)

Alkalmazzuk az impulzustételt, mely azt mondja ki, hogy az impulzusdram megegyezik
a folyadékra hat¢ erével:
Y 1
vl I=F = aAVtApAvA—t = ApA (5.10.)

~———

m
~—_

Al

Az egyszerisitéseket elvégezve kapjuk az Allievi-egyenletet:
Ap = palv (5.11.)

ahol hirtelen teljes zdrds esetén: Av =0v.

5.3.1 Hullamterjedés sebessége

A hulldmterjedési sebesség kifejezéséhez alkalmazzuk a mechanikai tanulmanyokbol mar
ismert Hooke-torvényt:

o=Ee (5.12)

ahol ¢ a nyomofesziiltség, E a rugalmassagi modulus, és ¢ a fajlagos nyulas Az el6z6
példaban a nyomofesziiltségnek a nyomasnovekedést (o = Ap), a rugalmassagi modulusnak,
pedig az Er redukalt rugalmassagi modulust tekintjiik. Fontos, hogy hirtelen zaras esetén
akkora nyomadsok alakulhatnak ki, hogy nem hanyagolhato el a folyadék-0sszenyomddas,
még akkor sem, ha a kozeg cseppfolyds (pl. viz). Vagyis Er egyrészt figyelembe veszi a
folyadék Osszenyomoddasat, masrészt a cséfal rugalmassagat (taguldsat) is. Ez a
kovetkezOképpen fejezhetd ki:

1 1 4 1
Er Efoly Ecsé' 5/D

(5.13.)

ahol D a csbvezeték belséatmérdje, 6 pedig a cséfal vastagsaga. Az (5.13.) egyenlet
szarmaztatdsahoz sziikséges még a ¢ relativ megrovidiilés, amely a At id6 alatt belépd (a+v)At,
és a kilépd (a+v-Av)At hosszusagu folyadék kiilonbségeként fejezhetd ki:

_ Al _ (a+v)At—(a+v-Av)At _ AvAt _ Av

T alt aAt a (5.14.)
Az (5.12.) és (5.14.) egyenleteket felhasznalva adddik:
Av
Ap = ER; = palv (5.15.)

Igy az (5.15.) egyenletbdl kifejezhetd a hulldmterjedés sebessége:

_ |Er
a= \/: (5.16.)
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53.2
5.3.2 Intézkedések a csérobbands elkeriilésére
Ahhoz, hogy intézkedéseket tehessiink a hirtelen zdrds miatt bekovetkezd Ap

nyomasnodvekedés ellen, mely roncsolhatja a berendezéseinket, el8szor vizsgaljuk meg, hogy
mi is jatszodik le pontosan a csévezetékben (5.6. abra):

an
Apj—a szivashullam
llp
a-—Ap nyomashullam
_______________________________ T

5.6. abra. Hirtelen elzdrds hatdsdra kialakuld nyomdshulldm terjedése.

A hirtelen zaras hatasara egy hangsebességgel haladd, Ap amplituddja nyomashulldm
indul meg a csévezetékben visszafelé. Amikor a cs6ben végig futé hullam elér a tartalyhoz, ott
helyileg nagyobb lesz a nyomds, mint ami a tartdlyban uralkodik. Vagyis ott helyileg a
folyadékrészek elindulnak a tartdly irdnyaba és huzzak magukkal a mogottikk 1évo
folyadékrészeket is. Emiatt elindul a cs6 mentén egy un. szivashulldm, ami maga mdogott
visszaallitja az eredeti nyomast, és végiil eljut a zaroszerelvényig.

Ebbdl adddik az elsé fontos intézkedés: ha elegendd id6t hagyunk arra, hogy a zaras utan
visszaérkezzen a szivashulldm a zardszerelvényhez, és ezaltal visszadllitsa a nyomadst az
eredeti értékre, akkor nem tapasztalunk karosodast. Vagyis célravezetd a zdrdsi idot kellGen
nagyra megvdlasztani ahhoz, hogy a szivashulldm visszaérkezzen. Ez a visszaérkezési id6 a
kovetkezdképpen hatdrozhat6 meg:

2L
badrasi>> -

Amennyiben lehetséges valasszuk a fenti Osszefliggésnek megfeleléen a zarasi idoét.
Ugyanakkor el6fordulhat, hogy az tizemvitelbdl adéddan ennél gyorsabb zarasi ido sziikséges
(pl. magnesszelepek). Az ilyen esetekben eqy alternativ megoldds lehet a kovetkezd: cél a Ap
nyomasnovekedés csokkentése, amely az (5.11.) egyenlet alapjan elérhet6 a hullamterjedési
sebesség csokkentésével is. Ehhez csokkenteni sziikséges — (5.16.) egyenlet értelmében — a
redukalt rugalmassagi modulust. Ez megvaldsithaté an. flexibilis cs6vezetékek
alkalmazasaval (pl. flexibilis polimer alapu vizvezetékek a hdztatdsban).
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5.4 Impulzusnyomatéki-tétel

Egy fontos mérnoki feladat lehet egy vizturbina esetén a folyadék altal a jarokerékre kifejtett
nyomaték meghatarozasa. Ugyanis, ha a nyomatékot megszorozzuk a jardkerék
szOgsebességével, megkapjuk a tengelyrdl levehetd, hasznos teljesitményt. Ez az
impulzusnyomatéki-tétel alapjan hatarozhaté meg, mely surlodasmentes esetben a
kovetkezOképpen irhato:

0
&fvr X [vpdV] + fAr X [vp(vdA)] = fvr X [gpdV] — Lr X [pdA] — M (5.17.)

ahol M a folyadék 4ltal a testre kifejtett nyomaték. Lathatd, hogy az (5.17.) egyenlet az
impulzustétel egy formalisan kiegészitett valtozata tigy, hogy az impulzusmegvaltozasnak
megfelel§ tagokat vektoridlisan szorozzuk egy tetszOleges r karral, melyet célszeriien
valasztunk meg attol fiiggden, hogy mi a pontos mérnoki feladat.

Az 4ramlastechnikai forgdgépekkel, példaul kiilonb6z6 turbindkkal, szivattyukkal,
ventilatorokkal, kompresszorokkal foglalkozo szakemberek gyakran taldlkoznak az an. Euler-
turbinaegyenlettel, ami az impulzusnyomatéki-tétel alapjan szarmaztathato.
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6

Surlodasos folyadékok

6.1 Nem-newtoni folyadékok, reoldgiai gorbék

Amennyiben egy kevés vizet locsolunk a flirddszoba falicsempéjére azt tapasztaljuk, hogy a

viz lefolyik azon. De mi torténik, ha masfajta folyadékot visziink fel a falra, példdul valamilyen

habot (pl. szappanhab, borotvahab)? Ebben az esetben megfigyelhet6, hogy a hab ott marad a

falon. Egy masik hétkoznapi példat a fogmosaskor eldkeriilé fogkrém, mely a fogkefére

nyomva, majd fiiggbleges pozicidba emelve szintén nem fog leesni. Mindez azért lehetséges,

mert a kiilonféle folyadékoknak eltérdk a sajatossagai. Ebben a fejezetben a 6.1. abra reoldgiai

gorbéin keresztiil roviden attekintjiik ezeket a sajatossagokat.

T 4

L4
T dt

6.1. abra. Reoldgiai gorbék (1: newtoni, 2: Bingham plasztikus, 3a: pszeudd-plasztikus, 3b: dilatdld, 4:

D)

2)

tixotrop).

Newtoni folyadékok (technikai kozegek jelentds része, pl. viz, levegd):

dy
T=pos
Ezen folyadékok esetén a nyugvo surlodas zérus. Visszatérve a fejezet eleji kisérlethez, a
viz azért folyik le a fiird6szobai csempérdl, mert a gravitacio hatdsara csusztatofesziiltség
ébred, melynek kovetkezményeképpen muszdj annak lefolynia.

Bingham-plasztikus folyadékok (pl. habok, fogkrém):
dy

T=Th+/.tooa

Ezen kozegek jellemz&je, hogy mar zérus deformadcios sebesség esetén is képesek
”ellendllni” bizonyos mértéki hatar-csusztatdfesziiltségnek (7n). Ezen hatdron tilmenden,
a deformdcios sebességet novelve a csusztatofesziiltség egy linedris trendet kovet. Tovabbi
jellegzetesség, a térhalos anyagszerkezet, melynek koszonhetden akar nyugvd helyzetben
is képesek ellentartani a haté er6knek. Ugyanakkor, amint meghaladja a folyadékban a
csusztatofesziiltség a ra jellemzd hatar-csuisztatofesziiltséget (pl. elkezdjiik tolni a habot
lefele), a térhalds szerkezet 6sszeomlik a fal kdzelében, és megindul a folyadék mozgasa.
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3) Hatvdnyfiigguény-kozegek:

4)

ay\"
T—"(a)

a) n<1:Pszeudo-plasztikus kézegek (pl. polimer-olvadék): az elnevezés abbol adddik —
ahogy azt a 6.1. abra is szemlélteti —, hogy amint egy bizonyos deformdciot mar
elszenvedett a folyadék, egyre inkabb kozelit a reoldgiai gorbéje a Bingham-plasztikus
folyadékéhoz. Altalaban ezen folyadékokat hossztildancti molekuldk alkotjdk, melyek
kezdetben 0ssze vannak gabalyodva. Viszont amint elkezdjiik deformdlni a
folyadékot, a molekuldk rendezddnek, ezaltal konnyitve a tovabbi deformdciot.

b) n > 1: Dilatdlé kézegek (pl. biomassza, zagy): jellemzdjiik, hogy szilard részecskék
vannak jelen a folyadékban. Kezdetben, mérsékelt deformacié mellett, a részecskék
hatasa kevésbé jelenik meg, de ahogy egyre erételjesebben deformaljuk a folyadékot,
egyre inkdbb titkoznek a szilard szemcsék. Az ebbdl szarmazo fokozott belsé sturlodas
kovetkeztében, egyre nehezebb a folyadékot deformalni.

Tixotrop kézegek (pl. élelmiszeripar): jellemzdje, hogy a cstisztatofesziiltség mindenkoron
fiigg a folyadék megel6z6 deformacidjatol (elééletétdl). Ennek egyik szemléletes példaja a
tej, ahol a tejben 1év§ zsirtartalom az intenziv deformdcid hatdsara kikoptilddhet. A kivalt
tejzsir darabkak megjelenése miatt megvaltozik a folyadék szerkezete.

6.2 Newtoni folyadékok surlédasos mozgasegyenlete

Végezziink el a kovetkezd gondolatkisérleteket:

a) Newton-kisérlet (emlékeztet6iil):

ve(y + dy) = ve(y) + Frdy

dy | T dy

Uy (y)

v

Egy allo lapra vigyiink fel egy folyadékréteget (pl. olajfilm) és helyezziink ra egy masik
lapot, melyet u sebességgel mozgatunk (6.2. abra), melynek hatdsara a folyadékrétegek

6.2. Abra. Newton-kisérlet.

mozgasba jonnek. A kovetkezd megallapitasokat tehetjiik. Minden egyes
folyadékrétegben ugyanaz a csusztatofesziiltség jelenik meg (7(y) = dll.), amely a Newton-
féle viszkozitasi torvénnyel fejezheto ki:

_ 0y 0vy
T=H T HS,

Mivel a csusztatodfesziiltség térben allandd, adodik, hogy az egyes folyadékrétegeken
beliil a folyadékrészek szogsebessége is térben allandd. Tekintve, hogy a folyadékrészek
szOgsebessége a sebesség rotacidjaval is kifejezhetd (w = 1/2-rotv), igy rotv is térben
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allando. Ennek megfelelGen a vx(y) linedrisan valtozik, tovabba u = all. esetén az aramlas
staciondrius. Vagyis ugyan jelen van a folyadéksurlodas, de az nem befolyasolja folyadék
gyorsulasat, és ennek megfelelden nem jelenik meg a surloddas hatdsa a
mozgasegyenletben.

b) All6 vs. forgo edény

All6 edény, és folyadék esetén a sebesség zérus (v = 0), kovetkezésképpen a sebességtér
rotacidja is zérus (rotv = 0). Ugyanezt az edényt egy -w szogsebességgel forgd
vonatkoztatasi rendszerben vizsgalva, a folyadék forogni latszik, és w relativ sebesség
rotacidja kifejezhetd a szogsebesség kétszeresével (rotw = 2w = dll.). Mivel ez egy
merevtest-szer(i forgasnak feleltethetd meg, térben allandé a szogsebesség értéke. Vagyis
hidba tértiink at forgd vonatkoztatasi rendszerre, a stirlédas nem befolyasolja a folyadék
gyorsulasat.

|
rot w=dll.

6.3. abra. Vizzel teli edény forgatdsa.

A fenti két kisérletbdl a kovetkezé megallapitasokat tehetjiik a sebességtér rotacidjanak
hatdsara vonatkozdan, amennyiben:

> rotv=0,
» vagy rotv=ill,

a surlodas nem jatszik szerepet a mozgasegyenletben!

6.2.1 Navier-Stokes egyenlet

Az el6z6 megallapitasokat figyelembe véve, irjuk fel a newtoni folyadékok surlédasos
mozgasegyenletét, az un. Navier-Stokes egyenletet! Ehhez tekintsiink egy allando strliségi
(p = dll.) és dinamikai viszkozitasu (u = dll.) kdzeget, tovabba elevenitsiik fel a kinematikai
viszkozitas fogalmat:

v==
p

Ezzel a Navier-Stokes egyenlet:

dv  ov v? 1
= grad (7) —vVvXrotv=g-— ;grad p — vrot(rotv)

a (6.1.)

Euler—egyenlet
Vagyis a surlddds hatdsa a sebességtér rotacidjanak rotaciojaval vehetd figyelembe
(rot(rotv)). Fontos megjegyezni, hogy ez 6sszhangban all a kordbbi megallapitassal miszerint,
ha zérus vagy 4llandé a sebességtér rotacidja, akkor a surlodasnak nincsen hatasa a folyadék
gyorsuldsara.
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Altaldnossagban a kovetkezd négy ismertlent kivanjuk meghatarozni a kiilonféle dramlasi
jelenségek esetén: vx, vy, vz, p. Ehhez négy egyenlet sziikséges, mely adddik a Navier-Stokes
egyenlet harom komponensegyenletébdl, valamint a kontinuitas egyenletbdl. Tekintve, hogy
altalanos esetben az (6.1.) egyenletnek nem létezik analitikus megoldasa (a millenniumi
problémadk egyike), igy numerikus dramldstani megolddkra (CFD) kell tdmaszkodni.

A Navier-Stokes egyenletbdl levonhat6 tovabbi fontos tapasztalat, hogy a szilard falhoz
kozeledve — a tapadas torvényének értelmében — a sebességprofil meredeksége rohamosabban
valtozik (6.4. abra). Térben jelentdsen valtozik a sebességtér rotacioja, vagyis a fal kozelében
a surlodas hatdsanak jelentds a szerepe.

V=dll.

»

»

rot(rot v)

6.4. abra. Sebességprofil a fal kiornyezetében.

A surlédasos aramldsok egy masik fontos jellegzetességének megismeréséhez végezziik el
a kovetkezé gondolatkisérletet. Fogjunk egy fiistol6t, és els6ként vizsgaljuk meg nyugvd
légtérben! Azt tapasztaljuk, hogy kezdetben a fiistol6bdl egy vékony, szabalyos fiist paszma
mozog felfelé. Forro fiist révén erre felhajtderd hat, igy felfelé haladva egyre gyorsabban és
gyorsabban aramlik a fiist. A kezdetben rendezett fiist paszma el6szor elkezd kunkorodni,
hulldmokat vetni, majd egy id6 utan teljesen gomolygdva valik (6.5. abra). Végezziik ez el
ugyanezt a kisérletet szabad téren, ahol szép lassan mozog a levegd. Ennek hatdsara a fiist
paszma elhajlik, de ugyantigy megfigyelhetd az el6bb ismertetett jelenség. Ugy tlinik, mintha
kezdetben — amikor még szép rendezett a flist pAszma — nem lennének jelen zavarasok
(6rvények), majd hirtelen mintha megjelenének valamiféle zavarasok (6rvények), amelyek a
flist paszma oszcillaciojat okozzak.

<l

v(t)
T $mﬁszer
o— —— (&

orvény 4

/) /3

6.5. abra. Fiistold vizsgdlata nyuguo (bal) és dramlo (jobb) levegd esetén.
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Helyezziink egy pontos, nagy felbontasu sebességmérd-miszert az dramlasba, amely az
adott pontban megmutatja nekiink a v(t) sebesség idofiiggését (6.6. abra)!

’U(f‘) A

t

6.6. abra. Sebesség alakulisa idében.

Lathatd, hogy amig a flist paszma nem éri el a miiszert, a lassan mozgo levegd idében
allando sebességét mérjiik. Ahogy a megjelend orvény felsd része belehasit a miiszerbe, egy
ennek megfelel tobblet sebesség adodik hozza az allanddsult sebességhez. Egy késdbbi
id6pillanatban az Orvény alsdé része is eléri a miszert, ami pedig sebesség deficitet
eredményez. Tehat a mért sebesség-id¢ jelben egy sebességingadozas tapasztalhatd. Ez a mért
ingadozo sebesség-idd jel felirhatd egy iddbeli atlag és egy erre szuperponalodott — a
megjelend orvényekbdl szarmazd — ingadozo sebességkomponens dsszegeként:

V=vV+V (6.2.)

A gorbiilt aramvonalak kovetkeztében a statikus nyomas is ingadozik, igy hasonloképpen
a sebességhez, a nyomas is felirhaté egy iddbeli atlag és egy ingadozdé komponens

Osszegeként:

p=p+p’ (6.3.)
Visszatérve a fiistolds példahoz, azzal 6sszhangban, hogy az dramlds rendezett, réteges (a
rétegek egymas megzavarasa nélkiil &ramolnak) vagy gomolygd, alapvetéen két f6bb aramlas-
tipust kiilonbozetiink meg:

6.1. tablazat. Aramldsok tipusai.

Laminaris Turbulens

réteges instaciondrius, gomolygo

Amennyiben az dramlds nem tisztdn lamindris, de nem is teljesen turbulens — vagyis az
aramlasi jelleget meghatdroz6 Reynolds-szdm a lamindris és turbulens dramlds Reynolds-

r

kiiszobszamai kozé esik (lasd késobb 6.9. abra) —, dtmeneti dramldsrdl beszéliink.
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6.3 Laminaris és turbulens daramlasok — Reynolds-féle kisérlet

Osborne Reynolds volt az elsd, aki egy csOvezetékben szisztematikusan megvizsgalta a
laminadris, illetve turbulens dramldsok jellegzetességeit. Reynolds kidgaztatott egy adott, Jd
atmérdjii livegcsO-vezetéket egy tartalybol, és a csOvezeték végén taldlhato szelep
szabalyozasaval valtoztatta a kidramlds atlagsebességét. Az daramlds szerkezetének
megjelenitéséhez, ,megfestette” a folyadékot egy tintacsik segitségével (6.7. abra).

tinta

0
_:i__ﬁ_ ....... ‘%ﬁ
\ / @d

6.7. abra. Reynolds-féle kisérlet.

Felelevenitve a fiistol0s példat, a felszallo fiist a felhajtderd révén egyre inkabb felgyorsult,
és ezaltal nét a sebessége is. Ez alapjan jogos sejtés lehet, hogy a sebességnek jelentds szerepe
van a laminaris, illetve turbulens dramlasok viszonylataban. Képzeljiik el, hogy a csévon beliil
létrejon egy Rc gorbiileti sugarral jellemzett turbulens 6rvény (6.8. abra), majd vizsgaljuk meg,
hogy milyen erék hatnak egy egységnyi tomegt folyadékra!

A

&d

6.8. abra. Csovon beliili 6rvény.

a) Tehetetlenségi erd: az Orvények hatasara gorbiilt aramvonalak alakulnak ki, amelyrdl
a folyadék tehetetlensége révén igyekszik lesodrddni. Azokat az erdket, amelyek
gatoljdk a folyadék ,lesodrodasat” tehetetlenségi er6knek nevezziik. Ennek
nagysagrendje egységnyi tomegre vonatkoztatva megegyezik a centripetalis
gyorsulassal:

2 2

=~ 4.
Fi= g (64)

b) Sirlédasi erd: a Newton-féle kisérletre visszagondolva ez kifejezhet6 tigy, mint a helyi
csusztatofesziiltség szorozva a jellemzd feliilettel egységnyi tomegre vonatkoztatva:

vy > v

o T Moy a* pgd*  p

_ 7 6.5.)
S m pV pd3 d?
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Vizsgaljuk meg, hogyan alakul a fenti két erd viszonya, ami egy dimenzidtlan szam és
Osborne Reynolds utan Reynolds-szdmnak nevezziik:

F. 7 od
Lo d _ T _pe (6.6.)
FE ,r v

dZ

amely a tehetetlenségi és a strlddasi erék aranyat fejezi ki. Reynolds a cs6 végi szelep
allasanak valtoztatasaval kiilonféle atlagsebességeket valositott meg, mely altal képes volt
eltér6 Reynolds-szamok mellett vizsgadlni a folyadék viselkedését cs6aramldsban. A
kisérleteibdl a kovetkezd tapasztalat szlirhetd le (6.9. abra):

Re <2300 Re = 2300 Re > 2300

N\ N\

6.9. abra. Reynolds-féle kisérlet tapasztalatai.

A (6.2.) egyenlet alapjan a sebességvektor két komponens 0sszegeként irhato fel, ez alapjan
az elkeveredést az ingadoz6 komponens valdsitja meg a teljes keresztmetszetben.

6.4 Veszteséges taggal kiegészitett Bernoulli-egyenlet

Vegyiink egy stacionarius csdaramlast, amelyben allandd stirtiségti kozeg aramlik, majd irjuk
fel a be -és kilépd pontok kozott a surloéddsmentes kozeget feltételezd Bernoulli-egyenletet
nyomas dimenzidban:

2 v,2
pLt Pt pghy = P2+ p—=+pghy 6.7.)

Amennyiben a csé keresztmetszete allando, akkor v1 = v2. Tovabba a cs6 be —és kilépd
pontjai legyenek azonos magassagban (h1 = h2), igy a gravitacids erStér hatasa elhanyagolhato.
Kovetkezésképpen pi1 = p2, tehat a be —¢s kilép6 nyomasok megegyeznek. Azonban a
tapasztalat ennek ellentmond, és valdjaban p1 > p2!

Ez alapjan ugy tlinhet, hogy a korabban felirt Bernoulli-egyenlet nem alkalmazhatd.
Viszont a Bernoulli-egyenlet célszer(ien kiegészithetd egy specidlis taggal, mellyel tovabbra is
fent all a Bernoulli-osszegek egyenldsége. Trjuk fel a veszteséges taggal kiegészitett Bernoulli-
egyenletet két célszerlien megvalasztott pont kozott tigy, hogy 2-es pont az dramlds iranyba
tavolabbi pont:

v, 2 v,2 ,
Pt Pt pghy =y + p——+ pghy + Ap (6.8.)

ahol Ap’ az in. 0Ossznyomds-veszteség, melynek meghatdrozasaval a hidraulika
foglakozik. A hidraulika célkit(izése a kérdéses Ap’ Ossznyomads-veszteség szamszertisitése
egyszerli, tapasztalati tuton kiilonféle daramlastechnikai rendszerelemekre, példaul
cs6vezetékekre és kiilonbozd idomokra (T-elagazas, konyokok).
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7 Hidraulika

A hidraulika az a témateriilete az dramldstannak, amelyen beliil 6ssznyomas-veszteséget
kivanunk becsiilni egy adott rendszerben, ahol ezt a becslést empirikus tton, vagyis egyszert,
tapasztalati 0sszefliggések segitségével adjuk meg.

7.1 Csésurlodas

Mérnoki gyakorlatban a cs@surlédéssal szamtalan esetben talalkozhatunk, hiszen gyakran van
sziikség kiilonféle technologiai kozegek mozgatasara csévezetékekben. Ehhez elegendd a
héztartasban koriilnézni, ahol megtalalhatdk pl. a viz-, illetve gazellatd csérendszerek, melyek
mind kiilonb6zd csévezetékbdl, idomokbdl, és szerkezeti elemekbdl allnak. Vizsgaljunk meg
egy korkeresztmetszet(i egyenes cs6szakaszt, melyben az dramlo folyadék sebessége legyen v
(7.1. abra). Hogyan fejezhet6 ki a kialakul6 Ap” 6ssznyomads-veszteség?

S
&
=
B
=

— e Wb K——

7.1. abra. Csdsurlodas.

Nézziik meg, hogy egyaltalan milyen fizikai jellemzOktdl fligghet a Ap’ csésurlodasi
veszteség. Egyrészt a csOvezeték geometriai jellemzditdl: cs6hossz (L), atmérd (d), a csoéfal
érdességének magassaga (k). Masrészt az tizemeltetési jellemzdktol, példaul a térfogataramtol,
ami a csOvezeték keresztmetszete révén az atlagsebességhez fizédik (). Mivel a surlédasi
jelenségek a viszkozitashoz kotddnek, igy fligghet a folyadék tulajdonsagaitol is, pl. stirtiség
(p), dinamikai viszkozitas (u). Osszegezve:

Ap' = Ap'[L,d, k; ; p, u]
Ahogy tobbszor is emlitettiik, a hidraulikaban kivanalom az Ossznyomas-veszteség
egyszer(i, tapasztalati Osszefiiggésekkel vald leirdsa. Ehhez valakinek, valahol méréseket

kellett végeznie, persze bizonyos esetekben lehet, hogy éppen rank var ez a feladat. A mérések
célja, hogy egy egyeldre ismeretlen kapcsolatot tarjunk fel a kiilonb6zd jellemzdk kozott:

F(Ap',L,d,k,7,p,p) =?

Lathatd, hogy hét jellemzd kozotti fiiggvénykapcesolatot sziikséges meghatarozni mérések
utjan, amely oridsi id6-, valamint anyagi raforditast jelent. Ebbdl kifolydlag célszert lenne
valamilyen mddon egyszertsiteni, illetve rendszerezni a mérési sorozatokat. Ebben lesz
segitséglinkre az un. dimenzidanalizis, amelyet a kovetkez{ fejezetben ismertetiink.
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7.1.1 Dimenzidanalizis (Buckingham-féle I1-analizis)

A dimenzidanalizis alapelvei jelen példaban a kovetkezdk. Legyen m = 7 a jellemzd fizikai
mennyiségek szama. Belathatd, hogy a korabban targyalt hét mennyiség barmelyike
dimenzidjat tekintve felirhat6 az alabbi n = 3 alapmennyiség (SI) segitségével:
[kg,m,s]
Vegyiink egy példat: a nyomas dimenzidja [Pa], ami [N/m?], ezt tovabb fejtve [(kg-m/s?)/m?]
= [kg/(s*m)]. A dimenzidanalizis alapgondolata, hogy megfeleld feltételek mellett nem
sziikséges mind a 7 mennyiség, hanem elegend? r = m—n = 4 dimenziodtlan jellemz6 kapcsolatat

vizsgalni. Tényleges matematikai levezetés nélkiil, ebben az esetben a 4 dimenzidtlan jellemzd
a kovetkez6:

7.1. tablazat. Csdsiirlddds: dimenzidtlan jellemzdk.

Dimenziétlan jellemzd Mennyiség Jelolés Megnevezés
m Ap'/ g 72 { veszteségtényezd
11, L/d relativ cs6hossz
113 k/d relativ érdesség
1, vdp/u = vd /v Re Reynolds-szdm

Ez alapjan mar elkezdhetjiik a szisztematikus méréseket, melyeket tigy tervezziink meg,
hogy az eredmények egy Osszefoglald diagramon szemléltethetdk legyenek (7.2. abra). A
vizszintes tengelyen abrazoljuk az L/d viszonyt, a fiiggdlegesen pedig a C veszteségtényezdt.
Az adott mérésen beliil a maradék két dimenzidtlan mennyiség tetszOlegesen megvalaszthatd
(Re, k/d).

5 A
(Re, k/d),

(Re, k/d)l

L/d

-
>

7.2. abra. Dimenziétlan jellemzdk kozétti kapcsolat.

A mérési tapasztalat azt mutatja, hogy egy mérési sorozatban — melyre egy adott (Re, k/d)
jellemzd — a veszteségtényezd és az L/d viszony egyenesen aranyos. Az aranyossagi tényezo
az un. csGsurlodasi tényezd A(Re, k/d), amely a Reynolds-szdm és a relativ érdesség fliggvénye.
Vagyis a mérések alapjan kifejezhet6 a Ap” csOsurlodasi veszteség a kovetkezdk szerint:

!

Ap

_ L r_ L'D =2
=ARek/d)— = Ap'=A(Re k/d)-V (7.1.)
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Tehat az eredeti kérdés visszavezethetd arra, hogy hogyan lehet meghatdrozni a A(Re, k/d)
csOsurlodasi tényezdt a Reynolds-szam és relativ érdesség fiiggvényében. A Reynolds-féle
kisérlet alapjan belattuk, hogy a csédramlas jellegét alapvetden meghatdrozza a Reynolds-
szam. Ha Re <2300 a cs6aramlas laminaris, a Reynolds-szdmot novelve el6bb bekovetkezik a
lamindris-turbulens dtmenet, majd turbulenssé valik az aramlas.

7.1.2  Laminaris cséaramlas (Re < 2300)

Els6ként vizsgaljuk meg a lamindris cs6aramlas esetét! Ehhez ragadjuk ki a cséaramlasbol egy
kis darabot, az x-tengely mutasson a csétengely irdnyaba, a masik koordinata pedig legyen az
r radidlis koordinata (7.3. dbra). A csOvezeték atmérdje legyen D, melyben ¥ atlagsebességgel
jellemzett kozeg aramlik.

@D

7.3. Abra. Lamindris cséaramlds.

Tekintsiink egy kialakult cs6aramlast, vagyis a cs6hossz mentén a sebesség sugarmenti
eloszldsa mindenhol azonos (v(r) mar nem fiigg x-t6l), az dramlds id6ben és térben is
allandosult. Ragadjunk ki egy piciny folyadékhengert az dramlasbol, melynek sugara legyen
r, hossza pedig dx. A folyadékhenger felviz oldaldn a nyomas legyen p, a nyomasveszteség
révén az alviz oldalan pedig p + Op/ox-dx. A folyadékhengerre egyrészt hatnak a
nyomaskiilonbségbdl szarmazo erdk, masrészt a surlodas kovetkeztében a palastfeliileten egy
T csusztatofesziiltség ébred (melynek irdnyat még nem tudjuk). Mivel stacionarius aramlasrol
beszéliink, a folyadékhenger nem gyorsul, igy a ra hato er6k ereddje zérus:

0
prim — (p + %dx) r?m + t2rmdx = 0 (7.2.)
A (7.2.) egyenletbdl kifejezve a csusztatofesziiltséget, az alabbi Osszefiiggés adodik:
dp 2
__axPrm_opr (7.3.)
2rmdx 0x 2
Felhasznalva a Newton-féle viszkozitasi torvényt:
dpr dv
il el 74.
T xz " Har 74)

A A csOsurlodasi tényezd meghatarozasahoz sziikséges a sebességeloszlas meghatarozasa
a sugar mentén. Lathato, hogy a (7.4.) egyenlet egy tin. szeparabilis differencialegyenlet, amely
megoldhato a valtozok szétvalasztasaval:
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fd—aplfd 75
U_axZurr (7.5.)

Fontos megjegyezni, hogy jelen esetben dp/dx = dll., mivel kialakult cséaramlasrol van szo.
Elvégezve az integralast:

dp 1
v(r) = —z—#rz +K (7.6.)

A K integralasi konstans a peremfeltételek segitségével hatarozhaté meg. A falnal (r=R) a
tapadas torvényének értelmében a sebesség zérus (v(r=R) = 0):
op 1 op 1
0P p

=——R?’4+4K = K=-———R? 7.
0x 4u + 0x 4u (7.7)

Ezt visszahelyettesitve a (7.6.) egyenletbe, a kdvetkezd kifejezést kapjuk:
__ 91
v(r) = ox 4 (R= —19) (7.8.)
A (7.8.) egyenlet alapjan az alabbi fontos kovetkeztetéseket vonhatjuk le:

1) Az elGjeleket megvizsgalva a dp/dx tagnak negativnak kell lennie, hiszen mind a v(r),
mind pedig a (R>-r?) tag pozitiv. Ezzel igazoltuk, hogy az dramlds irdnydba a
veszteségeknek tulajdonithatéan csékken a nyomads.

2) Mivel 0p/dx negativ, igy a (7.4.) egyenlet alapjan a T csiisztatofesziiltség iranya is
negativ x-iranyu (7.3. abra). A csusztatofesziiltség nagysaga, mivel aranyos az r
sugarral, a fal felé haladva linedrisan csokken.

3) A sebesség sugarmenti eloszlasa egy mdsodfokii paraboloid.

Amennyiben egy kialakult cs6dramlas esetén egy véges L hossziisagu csének vizsgaljuk a
Ap’” nyomadsveszteségét, akkor a kovetkezOképpen irhatjuk a nyomds x-irdnyu
valtozékonysagat:

A maximalis sebesség, amely a (7.8.) egyenlet alapjan a csétengelyen (r = 0) adddik,
kifejezhet6 az alabbiak szerint:
Ap' 1
Vmax = T4_uR2 (7.9.)
Altaldnossagban a sugarmenti sebességeloszlas tin. hatvanyfiiggvény sebességprofil

alakban irhato fel:

v(1) = Vo [1 - (%)n] (7.10))

» lamindaris cs§aramlas esetén: n =2
> turbulens csGaramlés esetén: n=7...

Fejezziik ki a térfogataramot a sugarmenti sebességeloszlast felhasznalva. Definicid szerint:

R

qy = VR?m = fvdA = f v(r)2rrdr (7.11.)

A
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A (7.11.) egyenlet alapjan, hatvanyfiiggvény sebességprofil esetén az atlagsebesség
kifejezhet6 a kovetkezdképpen:

n
v —
Mxn+2

Vagyis lamindris csédramlds esetén (n = 2) az dtlagsebesség a csotengelyen kialakulo

7= (7.12.)

maximdlis sebesség fele (U = vy ax/2). Részletes levezetés nélkiil, felhasznélva a (7.1.), (7.9.) és
(7.12.) egyenleteket tovabba a Reynolds-szam definiciojat, a csésurlodasi tényezd kifejezheto:
64

A=— 7.13.

e (7.13.)
A (7.13.) egyenlet szerint lamindris csGdramlas esetén a csdsturlddasi tényezd nem fiigg a

csofal relativ érdességétdl.

7.1.3 Turbulens csodaramlds, érdes csévek

Nikuradze klasszikus méréseket végzett turbulens cséaramlasban, figyelembe véve a cséfal
érdességét is. Ennek érdekében eldbb kiilonféle méreti homokszemcséket kiilonitett el eltérd
finomsagu szitak segitségével, majd ezeket a homokszemcséket felragasztotta a csofal belsd
falfeliiletére. Igy kiilonbozd érdességli vizsgalati csévezetékeket allitott elé. Ezen a ponton
vezessiik be a homokérdesség fogalmat! Ez arra utal, hogy a Nikuradze-féle mérések soran
ugy szemléljiik a csofal érdességét, mintha homokszemcsék lennének a falon. A mérési
eredmények az aldbbi diagramon (7.4. abra) foglalhatok Ossze, ahol logaritmikus skalan
abrazoljuk a A csésurlodasi tényezot a Re Reynolds-szam fliggvényében:

A(lg)

64/Re

homokérdesség

; LN
lam. : Blasius

2300 10°

Re (1)

7.4. abra. Homokérdesség és Nikuradze-hdrfa.

> Re < 2300: A mérések igazoljak a kordbban levezetett, lamindris cséaramlds esetén
érvényes A = 64/Re trendet.

> Re > 2300: Egy viszonylag érdes falt (nagy k/d) csévezetéknek a harfa legfels6 hurja
felel meg, amely egy bizonyos Re folott egy konstans értéket vesz fel. A cséfal
érdességét folyamatosan csokkentve azt tapasztaljuk, hogy az allanddsult A
csOsurlodasi tényezd egyre kisebb értéket vesz fel.

Eszrevehets, hogy az egyre kisebb érdességgel jellemzett hurok egy kozos alséd
burkologorbérdl agaznak ki (szaggatott vonal). A 7.4. dbrdra tdmaszkodva a kovetkezd
érdekes jelenségre hivjuk fel a figyelmet. Képzeljiik el, hogy egy adott csOvezetékben egy
bizonyos Reynolds-szam és relativ érdesség a jellemzd [Rejel, (k/d)ir]. Ezen két paraméter
alapjan a A csésurlddasi tényezé meghatarozhatd a diagram segitségével. Csokkentsiik a
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relativ érdességet a Reynolds-szam valtoztatdsa nélkiil! Megfigyelhetd, hogy hidba
csokkentettiik a relativ érdességet, az adott Reynolds-szdamhoz ugyanaz a A csésurlddasi
tényezd tartozik.

Ezt nevezziik a hidraulikailag sima csé esetének. A hidraulikailag sima cs6 azt jelenti,
hogy egy adott Reynolds-szamon a relativ érdesség csokkentése nem okoz csokkenést a
csOsurlddasi tényezd értékében. Fontos, hogy ez nem ekvivalens azzal, hogy a cs6fal nem
érdes, hiszen geometriai értelemben igenis ott vannak az érdességi elemek (7.5. abra).

turbulens réteg turbulens réteg

viszkozus alapréteg (VAR)
viszkozus alapréteg (VAR)

hidraulikailag sima hidraulikailag érdes
7.5. abra. Hidraulikailag sima csé.

Rakozelitve cséfalra lathatd, hogy hidraulikailag sima csé esetén az tn. viszkdzus vagy
lamindris alapréteg (VAR) elfedi az érdességi elemeket, vagyis hidba csokkentjiik tovabb az
érdességi elemek méretét, az nem befolyasolja a teljes cséaramlast, nem valtozik a csésurlodasi
tényez6. Ebben az esetben A meghatdrozhaté a Blasius-féle empirikus formula szerint
(szaggatott vonal):

_0,316 _
B YRe '

Ezzel szemben, ha hidraulikailag érdes a cs6, akkor az adott Reynolds-szamon az érdességi

4000 < Re < 10° (7.14.)

elemek “kitiiremkednek” a VAR-bé], ezzel kihatva a cséaramlésra. Igy a cséfal érdességének
csokkentésével A szintén csokken.

Fontos, hogy a Nikuradze-féle kisérletek homokérdességre vonatkoznak, ugyanakkor a
miiszaki gyakorlatban a csOvezetékek tObbségére nem igaz, hogy ilyen alakii a cséfal
érdessége. Ezen esetekben az un. Moody-diagramot sziikséges alkalmazni, amely a
Nikuradze-féle mérések korrekcidjaval szarmaztathato.

A kovetkezOkben tovabb erdsitjiik a cséaramlasok hidraulikdjanak gyakorlati
vonatkozasait néhdny, a hétkoznapokban is el6forduld példan keresztiil, melyek
bedgyazédtak a mérnoki gyakorlatba. Altaldban az egyik legfontosabb iizemeltetési jellemzé
a térfogataram (pl. elszdmoltatdsi mérések). Ennek alapjan vizsgaljuk meg egy adott go
térfogataram mellett, hogyan alakul egy korkeresztmetszetli csOvezeték Ossznyomas-
vesztesége (feltételezve, hogy A =dll.):

, Lp _
Ap =A(Re,k/d)azv2 :AdZ Tor

Tas

Lathato, hogy az 0ssznyomads-veszteség forditottan aranyos az atmérd 6todik hatvanyaval.
Vagyis amennyiben a csévezeték falan megjelenik akar egy viszonylag kicsiny (pl. 10%)
szennyezOréteg, akar 70%-kal nagyobb tilnyomast sziikséges biztositani a rendszerben.
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7.2 Nem-korkeresztmetszetii vezetékek

Az eddigiekben korkeresztmetszet(i csvezetékekkel foglalkoztunk, de a miszaki életnek egy
fontos tertiletét képviselik azon vezetékek, amelyek nem korkeresztmetszetliek, mivel
ezekben is vizet, levegét vagy egyéb technikai kozegeket kell aramoltatnunk. Vizsgaljuk meg,
hogy az eddig tanult elveket hogyan lehet kiterjeszteni nem korkeresztmetszetli vezetékekre
(pl. téglalap, 7.6. abra).

A: aramlasi keresztmetszet
K: nedvesitett kertilet

7.6. abra. Nem kiorkeresztmetszetii csévezeték.

Akdr egy téglalap keresztmetszet(i, akar egy nyiltfelszin(i csatorna esetében kijelolhetiink
egy A dramldsi keresztmetszetet, valamint a fali sarlddas, illetve csusztatofesziiltség
szempontjabol Iényeges K nedvesitett keriiletet. Ezek alapjan bevezethetjiik a hidraulikailag
egyenértékii atméro fogalmat, melynek segitségével az eddig megismert elveket alkalmazni
tudjuk tetszbleges keresztmetszeti vezetékekre is:

44
== 7.15.
de = (7.15.)

A fenti Osszefliggés csak bizonyos korlatok kozott érvényes, példaul egy keskeny és
hossziikds, résszer(i dramlas vizsgalatdira nem alkalmas (részletek: [3]). Az el6z6
Osszefliggéssel az 6ssznyomas-veszteség:

vd
Ap’ = A(Re, k/d, )——v ahol: Re = ve; U= CZ’ (7.16.)

Nézziik meg egy egyszer(i alkalmazasi elvét a (7.16.) Osszefliggésnek. Képzeljiik el egy
épiilet kozmi alagutjaban egy légellatorendszernek a vezetékét, ahol rendelkezésre all egy aXa
keresztmetszet(i hely. Négyzet vagy korkeresztmetszet(i légtechnikai vezetéket htizzunk ide
be? A valaszhoz vizsgaljuk meg, hogyan alakulnak a hidraulikailag egyenértékii atmérok:

> Kor-keresztmetszeti: dejsr = 4(d?*m/4)/dn =d = a
> Négyzet-keresztmetszetli:  dgnsgyzer = 40°/4a = a = de sy

Lathatjuk, hogy a két kiilonb6z6 keresztmetszet(i csovezetéknek megegyezik a hidraulikai
atmérdje. Azonban vegyiik szemiigyre, hogyan alakulnak az atlagsebességek a két esetben,
amennyiben adott go térfogatdramot sziikséges szallitani a vezetékekben.

Mivel négyzet keresztmetszet esetén nagyobb a keresztmetszet, a kovetkezd
megallapitasokat tehetjiik:
17ne’gyzet < ﬁkér = Ap,négyzet < Ap,kt')r

Tehat a négyzet-keresztmetszetli csOvezeték kivalasztasa mellett szol, hogy a
nyomasveszteség és ezaltal az ilizemeltetési koltségek kisebbek, mint korkeresztmetszeti
csOvezeték esetén. Mindazondltal a végsd dontésben mas szempontokat is sziikséges
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figyelembe venni. Tobbek kozott: ar, a négyzet-keresztmetszeti csOvezeték kevésbé
nyomasallo, hajlamosabb a deformdcidra (sarkok mechanikai szempontbdl fesziiltséggytijtd
helyekként viselkednek). Eppen ezért fokozott nyomdsti rendszerekben (pl. vizellatd
rendszerek) nem jellemzdek a négyzet-keresztmetszeti vezetékek.

7.2.1  Nyilt felszinii csatorndk

Egy nyilt felszini csatorna (pl. Duna) esetén hogyan szdmithaté viz atlagsebessége? Ez
lényeges szempont lehet példdul dradasok esetén, ahol kérdés, hogy a folyd képes-e azt
“levezetni”, vagy szamitanunk kell-e az arviz bekovetkezésére az adott teriileten. Vizsgaljuk
meg egy nyilt felszinli csatorna L hossziisagt szakaszat, amelyen Ah szintcsokkenés
kovetkezik be (7.7. abra).

7.7. abra. Nyilt felszinii csatorna (pl. Duna).

Staciondrius dramlds esetén a szintkiilonbségbdl szadrmazo nyomaskiilonbség megegyezik
a nedvesitett keriileten megjelend 6ssznyomas-veszteséggel:

Lp_,
pghh = Ad—iv (7.17.)
e

A (7.17.) egyenletbdl kifejezve az atlagsebességet az alabbi Osszefiiggés adodik:

_ 2gd. Ah 2g
= ’ — = ’_ [i 7.18.
v P n ide ( )

ahol i = Ah/L a csatorna esése, A = 0,02 — 0,03 kozott valtozik. Fontos megjegyezni, hogy

altalaban a korkeresztmetszet(i miiszaki csGvezetékek esetén durva becslésként a A =0,02 érték
megfelel$ valasztas. De természetesen finomabb szamitdsokhoz A értékét a Moody-diagram
alapjan sziikséges pontositani. Els6 kozelitésként vegyiik fel a A = 0,025 kozépértéket, ezt
visszahelyettesitve a (7.18.) Osszefiiggésbe kapjuk az an. Chézy-képletet:

7 = 28.[id, (7.19.)

A fenti Osszefiiggés ramutat a folyok egyik kiilonleges viselkedésére téli idészakban. Ha
valdban nyilt felszini csatorndrol van szd, akkor télen el6fordulhat, hogy befagy a szabad
vizfelszin. A jégtakard kovetkeztében megszlinik a szabad vizfelszin, ami hidraulikai
szempontbol falként viselkedik, ezzel novelve a nedvesitett keriiletet. A megnovekedett
nedvesitett keriilet kovetkeztében lecsokken az egyenértéki atmérd, ami egy fokozott
fojtohatast eredményez az aramldsra. Ez képes visszatorlasztani az dramldst, és ennek
koszonhetden a foly6 kiléphet a medrébdl ott, ahol még nincs jégpancél, ezzel elarasztva az
adott tertiletet.
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7.3 Hatarréteg (Ludwig Prandtl - 1904)

Az eddigiekben kizarolag cs6édramldsokat targyaltunk, azonban vizsgdlatainkat sziikséges
kiboviteni egyéb rendszerelemekkel is. Ahhoz, hogy megértsiik ezen rendszerelemekben
lezajlé aramléasi és veszteségkelté folyamatokat, fontos megismerniink néhany tovabbi
jellegzetességét a surlddasos kozegeknek.

Ehhez végezziik el a kovetkezd kisérletet: egy tivegpohdrba készitsiink el egy adag teat,
amelyben megtaldlhatdé néhdny tealevél-darabka is. Cukrozzuk meg, ezutan pedig alaposan
keverjiik meg egy tedskanal segitségével. Megfigyelhetd, hogy egyrészt a hozzaadott cukor
egy kis kupacban 0sszegytilik a pohar aljan, masrészt a cukornal konnyebb tealevél-darabkak
fiiggblegesen felfelé mozognak a forgastengely mentén. Milyen d&ramlasi jelenséggel
magyarazhato ez a kisérleti tapasztalat? (7.8. abra).

0 d5

nyugalom keverés szekunder aramlas

7.8. abra. Tea felkeverése.

Ahhoz, hogy az el6bbi, un. tealevél-paradoxont megértsiik, valamint a sarlédasos
aramldsok tovabbi jellegzetességeit megismerjiikk, a mult évszdzad elejére sziikséges
visszatekinteni. Ludwig Prandtl-t, német gépészmérnokot és fizikust foglalkoztatta, hogy
miképpen lehetséges a surlodas hatdsanak figyelembevétele, és ennek kapcsan az ¢ nevéhez
ftzd6dik az alabbi hatdrréteg (HR) elmélet kidolgozasa.

Vegylink egy siklapot, melyet fujjunk meg egy egyenletes v sebességgel. Amint a kozeg
eléri a lapot, a tapadas torvényének értelmében a kozeg sebessége a falnal zérusra csokken.
Ebbdl adddoan kialakul egy bizonyos sebességeloszlas, amelyen keresztiil a sebesség a falnal
érvényes zérus értékrdl fokozatosan novekszik a faltol tavoli sebességre, amely a zavartalan
aramlast jellemzi. Ahogy az dramlds irdnyaba haladunk a lap mentén, egyre nagyobb és
nagyobb feliileten érvényesiil a falsurlédés hatasa. Vagyis egyre kiterjedtebbé valik az a zona,
melyen beliil az aramlasi sebesség a kezdeti zérus értékrol felnovekszik a laptol tavol érvényes
zavartalan dramlasi sebességre (7.9. abra).
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7.9. abra. Siklap feletti hatdirréteg.
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Ezen kisérlet tette lehet6vé a hatarréteg fogalmanak bevezetését. Hatdrrétegnek nevezziik
azt az dramldsi zondt, amelyen beliil a sebesség felnovekszik a falndl jellemzd (zérus) értékrdl a
zavartalan dramlds v sebességére. A surlodas szempontjabol ez a kovetkezdt eredményezi: mivel
falhoz kozeli hatarrétegben jelentésen valtozik a sebességprofil meredeksége, a sebességtér
rotacidja is valtozékony. Tehdt a Navier-Stokes egyenletben megjelend ,—v-rot(rotv)” tag
szerepe a hatarrétegben jelentds. Ezzel szemben a hatarrétegen kiviil — ahol a sebességprofil
csak viszonylag kismértékben valtozik — a surlédas hatdsa elhanyagolhatd, itt alkalmazhaté
az Euler-egyenlet.

7.3.1 Hatarréteg tulajdonsagai

Nézziik meg a hatdrréteg néhany fontos tulajdonsdgat, amelyek a kiilonféle miszaki
alkalmazasokban gyakran el6fordulnak.

A) A hatarréteg "kiszorit”

Képzeljiik el egy repiil6gép hajtomiivének eliils6 részét. A hajtomivet egy aerodinamikailag
optimalizalt 1égbeszivas jellemzi, a csatornafalon beliil megtaldlhaté egy orrkup, amelyre
felfzték a hajtomu kiilonféle lapatozasait (7.10. abra). A hajtémii — vagy akar egyéb ho -és
aramlastechnikai berendezés (pl. gazturbina) — tervezése soran kiemelten fontos, hogy a
lapatozast milyen sebességeloszlasra méretezziik. A sebességeloszlas helytelen megvalasztasa
esetén akar jelentOs teljesitmény, illetve hatasfokromldssal szdmolhatunk.

L
a surlddassal
surlodasmentes

7.10. abra. Sebességeloszlds hajtémii lapdtozdsan.

Alevegd tomegdarama legyen egy technoldgiai adottsag, tovabba feltételezhetd, hogy tavol
a légbeszivastol, a hajtomuvel egyiitt mozgo rendszer esetén, orvénymentes a sebességtér
(rotw = 0). Tovabba megtanultuk, hogy Thomson Orvénytételének értelmében az dramlas
rotacidomentes (surléddsmentes) is marad. Kovetkezésképpen, tavolabb a beszivastol egy
allando, relativ sebességeloszlas uralkodik. Azonban a surlédéds hatdsara a gytr(ifalakon
(hataroldfalak) hatarrétegek alakulnak ki, melyeken beliil alacsonyabb a sebesség. A
tomegaram alland6sagabdl kovetkezden a sebességeloszlas kozépsd zonajaban megndvekszik
a sebesség. Ez ugy szemlélhet6, mintha a hatarréteg “kiszoritana” a hatarrétegen kiviili
kozeget, aminek eredményeképpen olyan, mintha nagyobb kiterjedéstiek lennének a
hataroldfalak.
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B) A hatdrrétegben dtaddsi (transzport) folyamatok zajlanak le

Térjiink vissza a siklap felett kialakuld hatarréteghez, melyen beliil az dramldsi sebesség a
kezdeti zérus értékrol felndvekszik a laptol tadvol érvényes zavartalan dramldsi sebességre. A
sebességi hatarrétegben impulzustranszport jatszodik le. Hiszen egyfeldl faltol tavolabbi,
nagyobb impulzussal rendelkezd turbulens orvények mozognak a szilard fal irdnyaba,
masfeldl falhoz kozeli kisebb impulzussal rendelkezd folyadékrészek szallitddnak a faltol
tavolabb, ezzel lassitva a nagyobb sebességii kozeget.

Nézziink egy példat héatadasi folyamatra! Egy hdcseréld falai mentén forrd kozeget
aramoltatunk. Egy hémérsékleti hatarréteget tudunk definidlni, ahol a falndl érvényes
hémérséklet kisebb, mint a faltdl tavolabb (To < T-). Vagyis ebben az esetben hétranszport
jatszodik le.

A kovetkezd példa soran képzeljiink el egy lapot, amit nedvesiteni kivanunk. Ez
eléfordulhat papirgyartasi technoldgia esetén, ahol a papir felett nedves leveg6t sziikséges
aramoltatatni, hogy a papir ne téredezzen Gssze. A papir feliiletén legyen a koncentracio
értéke co, amely kisebb, mint a laptdl tavoli c- koncentracid. Az el6z6 példak analogidjara
ebben a koncentracié-hatarrétegben anyagtranszport zajlik le.

\%4 Ty Co
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L turbulens 6rvény-

?/ csomag (szallito) ? @
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{
0y="0 T<T, c<cy
sebességi HR hémérsékleti HR koncentracio HR
impulzusatadas hoatadas anyagatadas

7.11. abra. Transzportfolyamatok hatdrrétegben.

Ezen harom példa esetén a kialakuld hatarrétegnek hasonld a szerkezete (7.11. dbra),
hiszen ugyanaz a hatdsmechanizmus vezérli az egyes transzportfolyamatokat: turbulens
orvények mozognak a hatarrétegen beliil, amelyek szallitjak az impulzust, hét, illetve anyagot.
Amennyiben egy miiszaki folyamat soran kivanalom az intenziv keveredés, dtadasi folyamat
megvaldsitasa, célszeri turbulens orvényeket létrehozni. Ennek oka, hogy 4altalanosan a
turbulens transzportfolyamatok akar 2-3 nagysagrenddel intenzivebbek, mint a lamindrisok
(Reynolds-féle kisérlet).
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C) A hatarrétegben csiisztatofesziiltségek keletkeznek

Ismét térjiink vissza a siklaphoz, amelyet megfijunk egy V sebességgel. Kozel a falhoz egy
lamindris alapréteg alakul ki, majd egyre tdvolabb a belépdéltdl egy bizonyos helyen
megvalosul a lamindris-turbulens atmenet. Ezaltal a lamindris alaprétegre ”“raiil” egy
turbulens hatarréteg, amelyben mar turbulens 6rvények vannak jelen (7.12. abra).

|4 |
turbulens

[ LA LA A
L laminaris

7.12. abra. Siklap feletti lamindris és turbulens hatdrréteg.

A Newton-féle viszkozitdsi torvény alapjan ez a folyamat helyileg jellemezhetd egy 7o fali
csusztatofesziiltséggel. Vezessikk be a helyi surléodasi tényez6t, ami a fali
csusztatofesziiltségnek a zavartalan megfavasi sebességbdl szdrmaztatott dinamikus
nyomassal dimenziétlanitott formaja:

P TO
cp = % V2

Jellemz6 hosszméretként vezessiik be az L belépdéltdl mért tavolsagot, és ennek
segitségével szarmaztassuk a Reynolds-szamot:

VL
Re = —
v

Vizsgdljuk meg, hogyan valtozik a helyi surlédasi tényez6 a Reynolds-szam
fiiggvényében, (7.13. abra). Mindaddig, amig laminaris az d&ramlas a hatarrétegben a surlédasi
tényezd meredeken csokken. A turbulens hatarréteg zonajaban hirtelen megnd a surlddasi
tényez6, majd a Reynolds-szam novekedésével fokozatos — a lamindrisnal enyhébb —
csokkenés figyelheté meg.

c’¢(1g) 1

1072 4 turbulens

10° 1+ laminaris

10 >
0 Re (ig)

7.13. abra. Helyi surloddsi tényezd a Re fiigguényében.

Osszefoglalva: a stirlédési tényezd nagyjabdl 102 < ¢f < 103 kdzott valtozik. Szamszertien
behelyettesitve, 1o értékére ~ 1 Pa nagysagrend adddik. Fontos azonban megjegyezni, hogy ez
nem jelenti azt, hogy a surlodds hatdsa elhanyagolhaté. Ugyanis ezen piciny
csusztatOfesziiltségek hatdsara az dramlds szerkezete képes 4talakulni, ami jelent6s
veszteségekhez vezethet.
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D) A hatdarréteg levdlhat

Vizsgaljunk egy un. torlopont-aramlast (7.14. abra):

)

I\

torlépont aramlas levalasi buborék, pangd zoéna
7.14. abra. Torlépont-dramlds: levdldsi buborék kialakuldsa.

Ahogy a kozeg megkozeliti a falat, lassulni kezd és a k6zéps6 dramvonal mentén kialakul
egy torlopont. A Bernoulli-egyenlet értelmében a lelassult kozeg hatdsara megné a statikus
nyomas. A kornyez6 dramvonalak ”elkeriilik” a kozépsd daramvonalat, melyek gorbiiltsége is
jelzi a statikus nyomasnovekedés iranyat.

Helyezziink kozépre egy siklapot! Ennek hatasara jelentds valtozas megy végbe az aramlas
szerkezetében: a lap kozelében kialakul egy pangd zoéna (levalasi buborék), ahol egyrészt a
kozeg sebessége kisebb, mint a kdrnyezd sebesség, masrészt a féaramlas irdnyaval ellentétesen
egy visszadramlds tapasztalhatd (7.14. abra).

Megvizsgalva az eldbbi kisérletben a levalasi buborékok, pangd zondk megjelenésének
okat, a jelenség létrejottéhez alapvetden két feltétel egyidejii teljestiilése sziikséges:

> falsurlodas (szilard fal jelenléte),
» aramlas iranyaba novekv6 a nyomas.

Tehat a fal kozelében 1év6 folyadékrészeket egyrészt lassitja az daramlas iranyaba novekvd
statikus nyomads, masrészt a falsurlddas hatdsa is. Ebbdl addddan elébb a fal kozelében
megallnak a folyadékrészek, majd pedig egy visszadramlds kovetkezik be a nagyobb nyomadsu
zona feldl a kisebb nyomasu zona felé. Ez a visszadramlas levalasztja a hatarréteget a falrdl és
az aramlasi tér belsejébe tereli azt (7.15. abra).

L ——

—————=———

HR P levélasi buborék
oo e

7.15. abra. Hatdrréteg-levdlds, visszadramlds.

A hatarréteg levalasa tobb szempontbdl is negativ hatassal bir. Egyrészt ennek okan az
aramlds nem képes “kovetni” az altalunk épitett berendezések geometridjat. Mdsrészt a
levalasi zona jelenléte 0ssznyomas-veszteséget okoz. Ebbdl kifolyodlag elemi érdekiink, hogy
intézkedéseket tegyiink a hatarréteg levalasa ellen, melyeket a 7.3.2 alfejezetben részleteziink.
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E) A hatdrréteg szekunder dramldst okoz (tealevél-paradoxon)

Visszatérve a fejezet elején elvégzett gondolatkisérlethez, a tedt megkeverve koralaku
aramvonalakon mozog az livegpohdrban a kozeg. A természetes koordinata-rendszerben
felirt Euler-egyenlet normal-iranya komponensegyenletébdl kovetkezik, hogy gorbiilt
aramvonalak mentén a statikus nyomas, a gorbiileti kozépponttdl kifelé haladva novekszik.
Vagyis a forgastengelytdl a pohdr szélei felé haladva nd a statikus nyomas, és ez a Ap statikus
nyomasndvekmény atadddik a tobbi lejjebb 1év6 folyadékrétegeknek is, egészen a pohdr aljaig.

x« S Won "R

¢i, tealevél-
« darabok

[

N S
LY

szekunder aramlas

7.16. abra. Tea-levél paradoxon.

A pohdr aljan azonban kialakul egy hatarréteg, amiben a sebesség kisebb, mint a
zavartalan dramlds sebessége (v < V). Kovetkezésképpen a létrejott Ap nyomasnovekmény
tobbé nem képes egyensulyt tartani a p-v?/R kifejezés értékével. Vagyis a pohar szélén kialakul
egy olyan tulnyomadst rész, ahonnan a kozeg elkezd a pohar kozepe felé (a forgastengely
irdnyaba) dramolni. Ez a bedramlas okozza, hogy a cukor egy kupacban 0sszegytlik a pohar
kozepén. A bedramlas utan természetesen nem all meg az aramlds, a kozeg elkezd felfelé
aramolni, magaval ragadva a konnyebb tealevél-darabokat. A pohar aljan, a forgastengely
irdnyaba aramlo6 kozeg potlasara a pohar szélein egy lefelé irdnyuld aramlas jon létre (7.16.
abra).

Osszefoglalva a tapasztalatokat: egy tn. szekunder aramlas jelenik meg, amely
raszuperponalddik a keveréssel megvalositott elsddleges aramlasra. Szekunder dramlas akkor
alakul ki, ha gorbiilt aramvonalak sikjaval parhozamos feliileten hatdrréteg keletkezik. A
szekunder dramlas jelenléte — attdl fiiggden, hogy hol jelenik meg — lehet egyarant kdros és
hasznos is. Példaul egy keverési folyamat esetén hasznos, hiszen ez segiti a cukor oldodasat a
folyadékban. Ellenben hidraulikai szempontbdl karos, hiszen a szekunder aramlas altal
képviselt mozgasi energia a felhasznal6 szdmara meddo, vagyis veszteség formajaban jelenik
meg.
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7.3.2 Hatdrréteg-levilds elleni intézkedések
1) A fal egyiitt mozgatdsa az dramldssal

Az egylitt mozgatassal a fali csusztatofesziiltség mérsékelhetd, és ezaltal gatolhato a levalas.
Ez a megoldas a gépészmérnoki szakmat tekintve igen nehezen megvalosithatd, inkabb csak
elvi megoldas, azonban a sportban talalhatunk erre szemléletes példakat.

Egy pingponglabdat megiitve azt tapasztaljuk, hogy egyiitt mozgoé rendszerben a labda
mogott kialakul egy levalasi buborék, ahol lecsokkent sebesség jellemzd, ezt nevezziik a labda
nyomanak (7.17. abra). Egy csavart labda esetén a felsé falfeliilet ugyanabba az irdanyba mozog,
mint maga az aramlas, vagyis itt késleltetheté a hatarréteg levalasa. Ugyanakkor az als¢
falfeliilet éppen az ellenkezd irdnyba mozog, vagyis ezen a ponton siettetjiik a levalast. Ennek
megfelel6en egy aszimmetrikus dramkép alakul ki a labda kornyezetében, igy egy olyan
er6komponens hat a labddra, ami eltériti fiigg6leges iranyba.

pingponglabda csavart labda

—> NYOM — >

7.17. abra. Hatdrréteg-levdlds késleltetése a fal eQyiitt mozgatdsdval.

2) A nyomdsnovekedés rohamossdginak csokkentésé

Tekintsiink egy diffazort, ami az aramlas irdanyaba bdviild idomdarab. A kontinuitas
értelmében a diffuzor lelassitja a kdzeget (v2 < 1), kdvetkezésképpen a statikus nyomas
novekszik. A fal kozelében a strlédas hatdsara a diffazorban kialakult d&ramlds hajlamos a
levalasra (1d. 7.3.1 fejezet). Amennyiben tulsagosan nagy a diffuzor nyildsszoge, és ennek
megfeleléen tulsdgosan rohamosan nd a statikus nyomas, levalasi zonak alakulnak ki a
diffazor falainak kozelében. A jelenség kikiiszobolhetd példaul egy kisebb nyildsszogli, de
hosszabb difftizor beiktatasaval (7.18. abra).

7.18. abra. Levdlds és hatdrréteg elszivds diffiizor esetén.
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3) Hatarréteg elszivds

Ezen intézkedés lényege, hogy a diffizorrban a lelassult, pango6 kozegrészt — ami a levalasi
zonaban taldlhato — oldalfali nyilasokon keresztiil elszivjuk (7.18. abra). A hagyomanyos
gépészetben ezt viszonylag ritkan alkalmazzak, hiszen egy kiilon elszivérendszert igényel
(koltség, hely, stb.).

4) Hatarréteg frissitése nagy impulzusi folyadéksugdarral

Nézziik meg egy repiil6gép szarnymetszetét! Hangstlyoznank, hogy a repiilégép szarnyhoz
hasonléan miikddnek a kiilonféle aramldstechnikai gépek lapatozasai is (7.19. abra). A szivott
oldalon (fels¢ feliilet) a Bernoulli-egyenlet szerint az 4dtlagos aramlasi sebesség nagyobb, mint
a zavartalan megftivasi sebesség (w > w-). Mivel messze a szdrny utdn is a w- sebesség
jellemzd, a hatso zonaban a kozegnek vissza kell lassulnia a megnovekedett sebességértékrol.
A lassulé zoéndban a statikus nyomads helyileg novekszik, vagyis a hatarréteg levalasahoz
sziikséges mindkét feltétel teljestil (fali surlodas + dramlds irdnyaba novekvd nyomas). Tehat
egy szarnymetszet szivott oldala hajlamos a hatarréteg-levalasra.

Egy un. osztott szarnyprofillal megvaldsithatd, hogy egy résen keresztiil a nagyobb
nyomasu nyomott oldalrél a kisebb nyomasu szivott oldal felé egy impulziv ataramlas
kovetkezzen be. Ez a nagy impulzust folyadéksugar frissiti a levalni késziilé hatdrréteget
ezzel visszafektetve az dramlast a szdrnyra. Fontos megjegyezni, hogy ezen intézkedés a
felhajtéers-tényezd csokkenésével jar, de az ezzel jaré karos hatas kisebb, mint a levalas
elkertilésébdl szarmazo elény.

lassulas — p1 — levalasi veszély
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7.19. abra. Hatdrréteg frissitése osztott kivitelii szdrny alkalmazdsdval.

5) Hatarréteg frissitése turbulenciagenerdtorokkal

Egy gyakori sztereotipia, hogy aramlastani szempontbdl egy tompa test esetén az a
kedvezdbb, ha a feliilete szép sima. Egy pingpong labdat megiitve kialakul koriilotte egy
hatarréteg, ami levalik a labda feliiletérdl, ezzel egy jo széles nyomot eredményezve. Ezt nagy
aramlasi veszteségek és ellenallaserd jellemzi. Amennyiben alaposabban szemiigyre vesziink
egy golflabdat, megfigyelhetS, hogy a feliiletén kis bemélyedések talalhatok, melyek un.
turbulenciageneratorként miikddnek. A keletkezd turbulens drvények frissitik a hatarréteg
levalni késziild zondit, ezzel késleltetve levalasat. Lathatd, hogy a golflabda nyoma
0sszehuzddik, lecsokken az ellenallaserd, ezzel lehetévé téve a nagyobb tavolsagokra valo
eltitését (7.20. abra).

7.20. abra. Sima feliiletii gomb (pingpong labda) és golflabda nyoma [7].
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7.4 Rendszerelemek hidraulikai vesztesége

Az eddigiek soran a csésurlddasi veszteséggel foglalkoztunk, ahol lathattuk, hogy egy adott
berendezésben (pl. csévezetékben) az 6ssznyomas-veszteség kifejezhetd az alabbiak szerint:

' p
Ap' = (Evjellz

a hidraulika témateriiletén beliil C értékét kiilonféle empirikus mddszerekkel, mérések
utjan hatdrozzuk meg egy adott rendszerelemre. A kovetkez6kben ismertetjiik, hogy miként
szamithat6 a mérnoki életben leggyakrabban el6forduld elemek nyomas-vesztesége.

7.4.1 Diffizor

Surlodasmentes esetben az diffazor mkodését a Bernoulli-egyenlet irja le. Ebbdl adédodan a
megvalositott idedlis 6ssznyomas-ndvekedés kifejezhet6 a kovetkezéképpen:

p
Apia = E(U12 — %)
Azonban a tapasztalat azt mutatja, hogy a diffuzorban a nyomasnovekedés az idealis
esethez képest kisebb (Ap < Apia), és ezen két érték kiilonbsége maga a diffuzorveszteség:
Apia — Ap = Ap'p
Vezessiik be a diffuzorhatasfok fogalmat:

_Ap
Apig

b

Ennek alapjan a diffazorveszteség kifejezhet6 az alabbiak szerint:
Ap'p = Apig(1 —7p)

A diffazorhatasfok egy kupos diffazor esetén akar tobb mint 90% is lehet kozelitéleg
O = 8° kupszog esetén. A diffazor beépitésével célunk a kozeg lelassitdsa a felhasznaldi
igényeknek megfelelGen. Tehat ilyen kis nyilasszog esetén, hosszu diffizor beépitésére van
szlikség, amit megnovekedett helyigény és magas gyartasi koltség jellemez. Ebbdl kifolyolag
a gyakorlati életben a diffuzor kupszogére 6 =~ 20°-ot valasztanak. Alternativ megoldasként
bizonyos esetekben osztott diffazort alkalmaznak. Ekkor a diffazort belsd terel6lapok
segitésével kisebb részdiffazorokra osztjuk fel, amelyeken beliil, a kisebb kupszog
kovetkeztében, mérsékelhetd a levalas

7.4.2 Hitelen keresztmetszet-novekedés (Borda-Carnot dtmenet)

Sok esetben sem a tervezd, sem a kivitelez6 nem bajlédik azzal, hogy egy szlikebb
keresztmetszetbOl fokozatos atmenetet képezzen egy bOvebbe. Ehelyett egy hirtelen
keresztmetszet-novekedéssel oldjak meg a feladatot (7.21. abra).
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7.21. 4bra. Aramlds Borda-Carnot dtmenetben.

A hirtelen keresztmetszet-boviilés kovetkeztében hatarréteg-levalas kovetkezik be, igy a
nyomas kevésbé novekszik, mint az a surloddsmentes kozeg esetére alkalmazott Bernoulli-
egyenletbdl adodna. Ehhez kotédik az iin. Borda-Carnot veszteség, amelyet az impulzustétel
alapjan, levezetés nélkiil, a kovetkezOképpen szamszer(sithetiink:

I p
Ap'gc = E(Ul —v,)?

7.4.3  Kilépési veszteség

Vizsgéljuk meg a Borda-Carnot veszteséget azzal a kikotéssel, hogy minden hataron tul
noveljiik a kilépd keresztmetszetet. Ilyen modon eljutunk egy olyan elrendezéshez, mintha
nyugvo folyadéktérbe bocsatanank be folyadékot egy csévezetéken keresztiil (pl. medence
vizzel valo taplalasa). Az ennek megfeleld veszteséget kilépési veszteségnek nevezziik, melyet
ugy szarmaztatunk, hogy a Borda-Carnot veszteség Osszefiiggésébe behelyettesitiink v2 = 0-t
(A2>> A1— 12 << v1):

! ! p
Ap'ge = v, =0 = Apy =§1712

Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a betaplalt kozeg mozgasi energiaja teljes egészében
veszteséggé alakul.

7.4.4  Zidro-, szabdlyozo elemek

A kilonb6z6é zard-, és szabdlyozd elemek veszteségei is nagyrészt a Borda-Carnot
veszteségbdl eredeztethet6k. Nézziink meg példaul egy toldzarat (7.22. abra)!
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7.22. abra. Aramlis tolozdron (bal) és pillangdszelepen keresztiil.

A toldzar vesztesége kifejezhetd:
p
Ap'vol = ft01§172
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Ez durva kozelitéssel a Borda-Carnot veszteségnek felel meg, de a tolézar miiszaki
dokumentdacidjaban megtaladlhatdk Cuwi értékei kiilonféle nyitasi pozicidk esetén.

Egy masik szabdlyozd elem lehet a pillangoszelep. A 7.22. abra lathato szeleptest
aramlasba helyezett tompa testként viselkedik, ami mogott ennek megfelelGen egy kiterjedt
nyom, levalasi zona alakul ki. Ebben az esetben is Borda-Carnot veszteség valdsul meg, hiszen
van egy legszlikebb keresztmetszet, majd egy viszonylag révid szakaszon beliil hirtelen
felb6viil az dramlas a teljes vezeték keresztmetszetére.

7.4.5 Hirtelen keresztmetszet-csokkenés

Nemcsak a hirtelen keresztmetszet-novekedés, hanem a hirtelen keresztmetszet-csokkenés is
veszteségekkel jar. Itt is levalasi zondk jelennek meg, melyeknek eredményeként a kisebb
keresztmetszet(i csében 0sszehuzddik, kontrahalddik a folyadék (7.23. abra).

Y

7.23. abra. Hirtelen keresztmetszet-csokkenés.

A kialakul6 legsziikebb Ai" keresztmetszet és az Ai teljes geometriai keresztmetszet
aranyara egy « kontrakcids tényezO6t Aallapithatunk meg, amelyet az aldbbi mddon
szarmaztatunk:

A _ —O6+04(A1)2
VR V'

ahol Aoa belépd keresztmetszet, a 0,6 pedig a beszivo méréperem esetén mar korabban
ismert érték (Ao — 0 = a — 0,6). Egy érdekes aramldstani paradoxon, hogy a hirtelen
keresztmetszet-csokkenés esete valdjdban egy hirtelen keresztmetszet-novekedésnek felel
meg, melyet a kontrahdlt és az utdna kovetkezd teljes vezetéki keresztmetszet kozott

értlemezink:
Ap, = Ap,BC:A1,—>A1
7.4.6  Belépési veszteség

Amennyiben nyugvo folyadéktérbol (pl. tartalybdl) folyadék elvételt valositunk meg egy
csOvezetéken keresztiil, akkor megjelenik az tn. belépési veszteség. Ez a kovetkezOképpen
szemlélhetd: a csOvezeték elején viszonylag egyenletes a sebességeloszlas, majd ahogy
haladunk az aramlds irdnyaba, kialakul a cs6aramlas, atrendezddik a kezdeti sebességprofil.
Laminaris kialakult cs6aramlds esetén példaul egy masodfoku forgasi paraboloidrdl
beszélhetiink (Id. 7.1.2 fejezet). A sebességprofil atrendezédése kozegsurlddas utjan valosul
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meg, igy ennek megfelelden surlodasi veszteségek jelennek meg. A belépési veszteségre
vonatkozo Osszefiiggés:

laminrais: $pe = 1,2

p
Ap'pe = Gbe 5 V2
P'be = She 2 v turbulens: {pe = 0,05

Megftigyelhetd, hogy a veszteségtényezd értéke turbulens dramlés esetén joval kisebb, mint
lamindris esetben. Ennek oka, hogy turbulens esetben a sebességprofil sokkal egyenletesebb
(laposabb), mivel — a Reynolds-szamtdl fliggéen — egy 7-ed fokt paraboloiddal irhato le.

7.4.7  Konyokok, csoivek

A 7.24. abran lathato egy lekerekités nélkiili, durva irdnytorést megvaldsitd cs6konyok. A
konyokben gorbiilt Aramvonalak alakulnak ki, valamint a sarkokban levalasi zonak jelennek
meg. Ez utébbi magyarazza a konyockben kialakul6 vesztességek egy részét, hiszen a levalasi
zonanak koszonhetden keletkezik egy legsziikebb aramldsi keresztmetszet, amely egy késObbi
szakaszban kibdviil a teljes csatorna keresztmetszetére. Vagyis egyfeldl egy Borda-Carnot
veszteség jelenik meg.

/}\ A-A

A ' : | !

\_Jsz\_)

szekunder -
aramlas

7.24. abra. Aramlds csékonyokben.

Masfeldl megvizsgalva az A-A metszeti képet, a gorbiilt dramvonalak révén (Euler-
egyenlet természetes koordindta-rendszerben) a kiils6 kertileten nagyobb a statikus nyomas,
igy létrejon egy nyomott (NY), illetve egy szivott (SZ) oldal. Emellett, a gorbiilt aramvonalak
sikjaval parhuzamos cséfalfeliiletein hatarréteg alakul ki. Kovetkezésképpen — ahogy azt a
tealevél paradoxonnal targyaltuk (1d. 7.3.1 fejezet) — egy szekunder dramlds szuperponalddik a
féaramlédsra. Ez a szekunder dramlas, illetve a Borda-Carnot veszteség egyiittesen adja a
csOkonyok veszteségét:

12 p
Ap'y = (kzvz

ahol a (x veszteségtényezé szakirodalombol, valamint termékkatalogusbodl
meghatdrozhato6 adat. Koltség és helyigény novekedése mellett a veszteségek mérsékelhetdk,
ha tompa illesztés helyett lekerekitést alkalmazunk.
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8 Gazdinamika

Osszenyomhat6 kozegek dramlasanak tanulményozasakor azt tapasztaljuk, hogy az aramlasi
sebesség novelésével nemcsak a kozeg mozgasi allapota, hanem a kozeg fajtérfogata is
jelentésen valtozik. Tehat nagysebességli aramlasok vizsgdalata esetén a fajtérfogat, vagyis a
stirliség valtozasa, a kordbbiakkal ellentétben, nem hanyagolhat6 el az mozgasi, valamint
termodinamikai allapotjellemz6k meghatarozasakor. Az ilyen tipusu dramldstani jelenségek
leirdsaval foglakoz6 tudomdnyagat gazdinamikdnak nevezziik.

8.1 Energiaegyenlet

A tovabbi vizsgdlatokhoz els6ként nézziik meg, hogy milyen Osszetevokbdl 4ll egy adott
gazrész teljes energidja. A vizsgalt gazrész (8.1. abra), amely jellemezhetd egy V térfogattal és
A feliilettel, egy folyékony feliiletnek tekinthetd, vagyis idében ugyanazon folyadékrészekbdl
all. Ez a folyadékrész odébb aramolhat, valtoztathatja alakjat, tovabba a stir(iségvaltozas révén
a térfogatat is.

8.1. abra. Gdzrész jellemzdi.

A fentiek figyelembevételével a gazrész teljes energidja helyzeti, mozgasi és belsd
energiabol tevédik Ossze (8.1. tablazat).

8.1. tablazat. Gizrész energidjinak Osszetevdi.

Gazrész energiaja Energiavaltozas
helyzeti:  gazdinamikai vizsgala- erdterek a helyzetienergia elhanyago-
tok soran, ez a tobbi munkdja:  lasaval Osszhangban, ezzel a
taghoz képest jellemzd- taggal a tovabbiakban nem
en elhanyagolhato foglalkozunk
mozgdsi:  jelentds a nagy mozgasi feliileti erék ~ » surlddasbol szarmazd erdk
sebességek miatt munkdja: munkaja
> nyomasbol szarmazo térfo-
gati munka (vpdA)
belsd: a kordbbi fejezetekben hédtadds: kornyezetbdl felvett vagy le-
targyalt dramlastani je- adott hé

lenségek vizsgalatdhoz
képest 1j tag
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Stacionarius, surlddasmentes és hdszigetelt (adiabatikus) aramlast feltételezve, a fentiek
alapjan a gazrész energidjanak idéegységre vonatkoztatott megvaltozasa leirhat6 gy, mint a
mozgasi és belsd energidjanak egyiittes megvaltozdsa a nyomasbol szarmazd erdk hatasara:

o [(”7 + c,,r> p] av == [ vpan 8.1)

ahol c» az alland¢ térfogaton vett fajhd.

Vagyis a bels6 és a mozgasi energia iddegység alatti megvaltozasa egyenld a feliileti er6k
idGegység alatt végzett munkajaval. A gazrészre hato feliileti er6k idéegységre jutd munkdja
meghatdrozhato a gazrészt hatarolo elemi feliileteken ébred¢ feliileti erék (-pdA) valamint a
sebességek skaldris szorzatdnak Osszegeként, azaz integraljaként. A negativ elGjel a
feliiletelem-vektor és a hato erd ellentétes iranyitottsagabdl adddik.

Visszaemlékezve az impulzustételre, staciondrius aramlds esetén levezettiik, hogy a
folyadékrész impulzusa egységnyi idOre vetitve mennyit valtozik. A levezetés soran
megmutattuk, hogy a térfogati integral idéegységnyi megvaltozasa, hogyan fejezhetd ki
feliileti integralassal ((5.2.) egyenlet). Ezt felhaszndlva, valamint az egyenlet jobb odalat osztva
és szorozva a slirtiséggel, a (8.1.) egyenlet a kovetkezOképpen irhato:

[ [(5+ar)o] cam =~ [ [(2)o] coam 62

Osszevonva az egyenlet bal és jobb oldalat:

v? p

f > +c,T+—)(pv)dA=0 (8.3.)
A P

Felhasznalva a gaztorvényt, a zardjelben 1év{ kifejezés atalakithatd az alabbiak szerint:

B=RT=(cp—c1,)T = ch+B=cpT
P p
Ezzel a (8.3.) egyenlet:

2
f <7 + cpT> (pv)dA =0 (8.4.)
A

Ezutan a Gauss-Osztrogradszkij-tétel segitségével alakitsuk at a (8.4.) egyenletben
szerepeld feliileti integralt térfogati integralla, majd alkalmazzuk a divergencia skalar-vektor
szorzatra vonatkozo tulajdonsagat:

Jvdiv [(% + cpT) (pv)] dv = jvgrad <v7 + cpT> (pv)dV + J;(% + cpT> div(pv)dV  (8.5.)

A kontinuitas tétele értelmében div(pv) = 0, tehat a kovetkezd egyenletet kapjuk:

2

f grad <v7 + cpT> (pv)dV =0 (8.6.)
%

A fenti kifejezésben megjelend integraland6 mennyiség két vektor skaldris szorzata, amely
abban az esetben zérus, ha a két vektor merdleges egymasra (8.2. dbra).
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grad(v’/2 + ¢,T)

v*/2+¢,T=dll. 4ramvonal
8.2. abra. Energiaegyenlet szemléltetése.

A helyi sebességvektorok definicié szerint érintélegesek az dramvonal mind egyes
pontjdban, amire tehat merdleges az (8.6.) kifejezésben szerepld gradiens vektor. A gradiens
vektor egyik tulajdonsaga, hogy merdleges az n. szintfeliiletekre (szintvonalakra), vagyis a
gradiens vektorban megjelend skalarmennyiség alland6 az dramvonal mentén.

Osszefoglalva az eddigieket, amennyiben:

» az aramlas stacionarius,
> az erbterek hatasat elhanyagoljuk,
> akozeg surléddsmentes és hdszigetelt = izentrdpikus,

az energiaegyenlet adott aramvonal mentén felirhatd a kovetkezSképpen:

2

1% —_—
T+ E =all.= To (87)

ahol T a statikus hdmérséklet, v2/(2-cy) a dinamikus hémérséklet, és Ts az 6sszhOmérséklet.
Tehat az energiaegyenlet a fenti feltételezések mellett azt mondja ki, az dsszhdmérséklet (Ts)
dramvonal mentén dllando. Az Ssszefliggés formailag hasonld a Bernoulli egyenlethez, hiszen
mindkét Osszefliggés az energiamegmaradast fejezi ki.

Az energiaegyenlet alapjan fontos mérnoki trendek allapithatok meg, ehhez pedig térjiink
vissza az X-15-0s repiilégép példajahoz (2.2.3 fejezet). Tegyiik fel, hogy a repiilégép sebessége
vo, amely staciondrius dramlds esetén ugy szemlélhetd, mintha a levegd egy wo = vo relativ
sebességgel haladna a repiildgép irdnyadba. Tavol a repiil6tdl, a nyugvd légtérben legyen a
hémeérséklet To, tovabba vegyiink fel egy dramvonalat a tavoli pont és a repiil6gép orrpontja
kozott, ahol egy torlépont alakul ki (8.3. abra).

torlépont  Vy w>w, T<T,
Ll M
T, T>>T,

]
w < wy _T > Tﬂ
8.3. abra. X-15-0s repiil6gép dramldsi viszonyai (energiaegyenlet).

A torlépontban a kozeg sebessége zérusra csokken, vagyis az energiaegyenlet értelmében
a hémérséklete jelentdsen megnd. A repiildgép szarnyat vizsgalva azt tapasztaljuk, hogy a
szivott oldalon, mivel w>wo, lecsokken a kozeg hémérséklete (T< To). A nyomott oldalon pedig
éppen ellenkezd hatés figyelheté meg, megné a lelassult kozeg hdmérséklete. Tehat jelentds
hémérsékletkiilonbségek adddnak a repiil6gép szarnyanak két oldala kozott. Annak
érdekében, hogy a szarnyak kibirjdAk nagy hdémérsékleteket, és a nagymértéki
héfesziiltségeket, megfeleld 6tvozetbdl sziikséges gyartani azokat.
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8.2 A hang terjedési sebessége gazokban

A repiilégépes példa soran nem részleteztitk az ao hangterjedési sebesség értékét. Annak
tisztazasara, hogy miképp szarmaztathaté ez a mennyiség, végezziik el a kovetkezd
gondolatkisérletet. Vegyiink egy csovet, amelyben nyugvd gaz talalhato, jellemeze ezt a gazt
egy bizonyos p nyomas és p stirliség. A cs6 egyik végére rogzitsiink egy rugalmas membrant,
melyre isslink ra valamilyen eszkozzel (pl. dobverd). Az {ités kovetkeztében a rugalmas
membran deformalodik, és a hozza legkdzelebb 1év6, kezdetben nyugvd levegdrétegeket dv
sebességli mozgdsba hozza. Ennek hatdsra a kozeg Osszenyomodik, stirlisége, nyomas és
hémérséklete megnd. Ez a kezdeti kicsiny dv megzavaras tovabb terjed a csé hossza mentén
egy a (hang)sebességii hullam forméajaban (8.4. abra).

a=7?

8.4. abra. Hulldmterjedés sebessége gizokban.

Az a hangsebesség meghatarozasahoz emlékezziink vissza a csOvezeték hirtelen zarasa
esetén tanult Allievi-elméletre, ahol a kovetkezd Osszefliggést ((5.13.) egyenlet) vezettiik le:

A rugalmassagi modulus kifejezéséhez alkalmazzuk kreativ modon a Hooke-torvényt:
e szerint a nyomofesziiltség (o) ardnyos a relativ 6sszenyomoddassal (¢), ahol az ardanyossagi
tényezd a rugalmassagi modulus (E):

o=Ee
A vizsgalt hullamra vonatkozoan a nyomofesziiltség legyen az elemi magzavaras hatasara
bekovetkezd kicsiny nyomdsvaltozas:
o:=dp

A relativ méretvaltozas szarmaztatasahoz tekintsiik a 8.4. dbrat. A csé belsejében jeloljiink
ki egy alland6 m tomegi gazrészt, melynek zavartalan hossza legyen [. Amint a hullamfront
eléri a gazrészt, az 6sszenyomaddik egy bizonyos dI mértékben. Ezek alapjan a gazrész relativ
megrovidiilése kifejezhet6 az aldbbi modon:

dl  a=dau. dV m=au. dp
E=— = =— = = —
l %4 p
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A fenti két jellemz6t visszahelyettesitve a hangsebességre vonatkozd 0Osszefliggésbe a

_ |E_ 1_f dp___ |9p
a_ﬂ_\/;_ p(dp/p)_\[; (85

Vagyis a hullamterjedés sebessége az egységnyi stirliségvaltozasra es6 nyomasvaltozas

kovetkezdt kapjuk:

négyzetgyoke. Ennek kifejezéséhez az A4llapotvaltozdsra vonatkozéan a kovetkezd
feltételezésekkel éliink:

> Surléddasmentes: ennek jogossaga a kicsiny dv megzavarasi sebességgel magyarazhato.
Visszagondolva a hidraulika témakorére lathattuk, hogy a kiilonb6z6 veszteségeket
gyakorta a dinamikus nyomasra vetitettiik. Kovetkezésképpen kis sebességek mellett
az aramlasi veszteségek is mérsékeltek.

> Hoszigetelt: ez azzal indokolhatd, hogy a megzavaras gyorsan terjed tovabb, és e gyors
folyamat soran nincs kelld ideje a kozegnek a hdcserére.

Ezen két feltétel mellett un. izentrdpikus allapotvaltozas megy végbe, ahol a nyomas és a
stiriség viszonya az aldbbi mddon irhato fel:

P -, (8.9.)

— =
ahol « = ¢y /co az adiabatikus kitevd, melynek értéke kétatomos gazokra és ezek keverékeire

(pl. levegd) x =1,4. A (8.9.) egyenlet alapjan a pillanatnyi nyomas kifejezhetd a kezdeti nyomas
és strliség (p1, O1) segitségével az alabbi modon:

P\
=p1|— 8.10.
P=p ( pl) (8.10.)

A (8.10.) egyenletet derivalva a slirliség szerint, majd visszahelyettesitve a (8.8.)
egyenletbe, a hangsebességre kapjuk:

dp (p)"‘l 1 (p)" (pl) 1 14
a= f—= k(&) == |kp (=) (B)== |k==VkRT
dp J P o P o) p (8.11)

p

Megfigyelhetd, hogy a hangsebesség adott kozeg esetén csak a hdmérséklet fliggvénye
(a = a(T)), amelynek fizikai magyarazata, hogy a gazrészecskék rendezetlen mozgasat, belsd
energiajat a homérséklet reprezentdlja, és a kezdeti megzavards a részecskék rendezetlen
mozgasa révén adodik tovabb a kdzegben.

A Mach-szdam (Ma) a helyi dramlasi sebesség és helyi hangsebesség hanyadosa:

Ma = —
a

Visszatérve az X-15 kisérleti repiil6gép példajahoz (8.3. abra), az elért legnagyobb sebesség
meghaladta a helyi hangsebesség 6.7 szeresét, vagyis legnagyobb elért Mach-szam koriilbeliil
Mao = 6.7, ami nagysagrendileg adott magassagon vo = 7200km/h-as sebességnek felelt meg;:

May,=—= 67 = v,=7200km/h
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8.3 Kiomlés tartalybol

Az el6zbekben megismerkedtiink az energiaegyenlettel és a hullamterjedési sebességgel,
ebben a fejezetben pedig ezek gyakorlati jelentdséget vessziik gorcsd ald. A gépészmérnoki
életben gyakran el6fordul, hogy egy tilnyomas ala helyezett tartalybol sziikséges valamilyen
gazt lefavatni adott kiomld nyildson keresztiil (8.5. abra). Példaul egy pneumatikus
fékrendszer esetén, amennyiben fékerdt szeretnénk kifejteni, a membranos fékkamrat
meglehetdsen gyorsan fel kell tolteni stiritett levegével. Azonban, ha a kerék a megcstszas
hatarallapotaba keriil, akkor az tn. ABS funkcionak (blokkolasgatld) be kell indulnia, azaz
nagyon gyorsan el kell engedni a fékkamraban 1év0 stiritett levegd egy részét. E lefivatas egy-
egy rovid szakaszat modellezhetjiik az alabbi, , kiomlés tartalybol” folyamattal.

8.5. abra. Kiomlés tartdlybdl.

A tovabbiakban azt az esetet vizsgdljuk, amikor egy tartalyt feltoltiink adott allapotjelzdji
gazzal (py, Oy, Tt) és pe ellennyomads — pl. atmoszférikus kiaramlds esetén a kornyezd légtér
nyomasa — mellett lefGvatjuk azt. A kialakulé aramlasi folyamat egyik nagyon fontos
jellemzdje az in. nyomdsviszony, amely az ellennyomds és a tartdlyban uralkodé nyomas
viszonyat fejezi ki (pe / pr).

Tovabbi gyakorlati alkalmazas lehet, ha egy turbinat kivdnunk meghajtani nagynyomasu
tartalybol vagy égéstérbdl lefavatott gaz segitségével. Ekkor egy masik lényeges technologia
paraméter a kidramlo6 gaz tomegarama:

qm = p VA

Vizsgaljuk meg, hogy a kiilonféle jellemzdk valtoztatdsa mellett, hogyan alakul a
tomegaram! Elsé kozelitésben egy egyszerii kiomlonyildast vegyiink alapul, ami azt jelenti,
hogy a kiomlés legsziikebb, ,*”-gal jelolt keresztmetszete a kiomldnyilas legvégén talalhato.

A kiilonféle kiomlési esetekhez tartozd nyomasviszonyokat a kovetkezOk szerint
kategorizaljuk:

8.3.1 Nyomasviszony: 0,95<pe/p:<1
Ebben az esetben a kovetkezdk érvényesek az dramlds jellemzdire:

> p*=pe(Euler-egyenlet normalis-irdnyt komponense),

> izentropikus allapotvaltozas,

> p=dl;p*=p,

> v*: afenti feltételek mellett a Bernoulli-egyenlet alapjan szamithato:

2 2py De De
v = |[—(p — Do) = —(1——>= ZRT(l——)
\]Pt e Pe \/pt Dt ‘ Pt
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8.3.2 Nyomdsviszony: (pe | piric < pe [ pr < 0,95
Ebben az allapotban a kovetkezé mddon hatarozhatok meg az dramlas jellemzai:

> p*=pe(Euler-egyenlet normalis-irdnyt komponense),
> izentropikus allapotvaltozas,
1 1
= o (B2} = p, (Pe)*
> pr=pr (pt) Pt (pt),
»> A tOomegaram szdrmaztatdsdhoz nemcsak a strliség (p*), hanem a sebesség is
szlikséges (v* = ?). Ehhez irjuk fel az energiaegyenletet:

*2
v T*
T,=T"+-— = v'= /2 T,—T*) = |2¢,T, 1‘( )
t 2¢c, v T =17 jcpt< Tt)

Az izentropikus allapotvaltozasbodl a T* / Tt nyomasviszony kifejezhetd:

k-1
* Pe\
v = |[2¢,T; [1 - <E) ]

Staciondrius dramlas esetén, amennyiben rogzitjiik a tartalyra jellemzd6 allapotjelzdket, a

fenti egyenletbdl kovetkezik, hogy a nyomasviszony csokkentésével a v* kidramlasi sebesség
novekszik. Eljuthatunk egy olyan kritikus dllapotba (krit), amely esetén a kidramldas sebessége
megegyezik a helyi hangsebességgel (v* = a).

Kritikus h6mérsékletviszony (legsziikebb keresztmetszet):

A kritikus nyomadsviszony meghatarozasahoz el8szor az energiaegyenletet alapjan vezessiik
le a kritikus hémérsékletviszonyt:

2 v'=a’ %2 T
v kritikus a KRT* KR
T,=T'+— > =T"+—=T"+ =T*[1+—]
2¢, 2¢, 2¢, 2¢,
Ezt kovetden fejeziik ki a k izentropikus kitevdt és az R specifikus gazallandot, a fajhdk
segitségével:
p
KR 2¢p + o (ep =€) 2+Kk—1 K+1
T,=T|1+-—|=T" =T*[—]=T*< )
2¢, 2¢, 2 2
Ezzel a kritikus hdmérsékletviszony:
(T) -2 (=08 8.12
Tt jie KT+1 ' (8.12.)

Kritikus stirtiségviszony (legsziikebb keresztmetszet):

F6 célunk a kritikus nyomdsviszony meghatdrozasa, melyhez a kovetkezo 1épésben fejezziik
ki a kritikus striiségviszonyt. Ehhez bdvitsiik az (8.12.) egyenletben kiszamitott kritikus
hémérsékletviszonyt az R specifikus gazallandoval:
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@ =G =T =) @)
— =— = - =(|— —
T, RT; P Pt Dt Pt

krit krit krit krit krit
Izentropikus allapotvaltozast feltételezve:
K
P (ﬁ) (8.13.)
Pt \Pt
Ezt helyettesitsiik vissza az el6z6 egyenletbe:
I I 0 I
Tt krit Pt/ krit Pt/ krit Pt/ krit

Ezzel a kritikus stiriségviszony:

1

(i)km - (K i 1)m (= 0,63) (8.14.)

Kritikus nyomasviszony (legsziikebb keresztmetszet):

A kritikus nyomadsviszony az (8.13.) és (8.14.) egyenletek alapjan a kovetkezd:

K

(%) - (ﬁ)x = (K i 1)m (=0,53) (8.15.)

krit krit

Ez szamszer(sitve azt jelenti, hogy egy festékszérashoz haszndlhaté kompresszor stritett
levegé tartalyaban elegendd a kornyezd atmoszférikus nyomashoz képest 1 bar talnyomast
létesiteni ahhoz, hogy a kozeg hangsebességgel aramoljon ki a tartalybol.

8.3.3 Nyomdasviszony: 0 < pe / pe < (pe | piit
Ebben az allapotban a kovetkezd mdédon hatarozhatok meg az dramlas jellemzdi:

> p* > pe: az a tapasztalat, hogy a kritikus nyomasviszony alatt az ellennyomas
csokkentésének informdcidja — amely szivashulldm formajaban hangsebességgel terjed
- nem képes bejutni a tartdlyba a legsziikebb keresztmetszeten keresztiil, ahol
hangsebességgel aramlik ki a kozeg. Vagyis nem valtoznak a kiaramlasi viszonyok,
kovetkezésképpen a gaz nem képes a legsziikebb keresztmetszetig p: nyomasrol pe
nyomasra expandalni.

> nem izentrépikus az allapotvaltozas (fojtott expanzid): a p* — pe nyomdascsokkenés csak
veszteségek révén valosul meg.

> p*=p, (pﬁ) , mivel a stirtiség megegyezik a kritikus stirtiséggel.
t7 krit

K—1

> v = \/ 2¢,T; [1 - (pﬂ)T], anyomasviszony megegyezik a kritikus nyomasviszonnyal,
t7 krit

mivel hangsebességgel aramlik ki a kozeg.
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8.4 Laval-favoka

Az egyszer(i kioml6 nyildsnak korlatja, hogy hidba hozunk létre tilnyomast a tartdlyban, nem
lehetséges hangsebesség felé gyorsitani az &ramldst. Azonban létezik egy specidlis
kiomlényilas, melynek szemléletes példdja egy hordozorakéta hajtomiive. Az impulzustételt
felirva a tolderdre a kovetkezd adddik:

R = pv® Ay

Vagyis érdekiink a kilép6 sebesség hangsebesség felletti ndvelése (vki > aw). Cél, hogy a
kilépésre jellemzd Mach-szam 1 feletti értéket vegyen fel (Maxi > 1) a veszteségek mérséklése
mellett, vagyis izentropikus kortilmények kozott. Ennek megvaldsitasra szolgal a
hordozoérakéta aljan megfigyelhetd tolcsérszerti szerkezet, az tn. Laval-fuvdka (8.6. abra),
amely segitségével hangsebesség folé gyorsithato a kilépd gaz.

Pe

8.6. abra. Laval-fiivoka [8].
Helyesen méretezve:

> 0<pe/pe<(pe/ peit

> pri=pe

> izentrépikus az allapotvaltozas,
1

>

pri = pe(2)°

A Laval-fivdka helyes méretezési elve a kovetkezdn alapszik: kivdnalom egy bizonyos
tomegaram megvalositasa, amely a favoka ,*” jelolt legszlikebb keresztmetszetén aramlik
keresztiil. A kontinuitds értelmében biztositanunk kell, hogy a kilépésnél is ugyanez a
tomegaram valosuljon meg, izentrépikus koriilmények kozott:

Im =qm" = qmx = P VA = pvyidy

A fenti egyenlet bal oldaldba behelyettesitve a 8.3.3 fejezetben a jobb oldalaba pedig 8.3.2
fejezetben targyalt Osszefiiggéseket:

1 K—1

peE peT
A = (—) - 2e,, 1—(—)
Pr Pt pt[ Pt

krit

K—1

=G

krit

p
Pt <_> ©2¢pTy

Aw: (8.16.)
Pt/ krit .

Egy adott nyomadsviszonyra megtervezett Laval-fuvoka esetén, amennyiben a fenti
egyenletbdl kifejezziik a kilépd keresztmetszetet, adodik, hogy Aw> A*. Ennek magyarazata,
hogy a kozeg gyorsitdsa kozben expandal, igy csokken a nyomasa és a slrlsége is.
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Hangsebesség alatt ezt a csOkkenést kompenzalja a kozeg szikiild szakaszbeli
sebességnovekedése Azonban hangsebesség folé gyorsitott kozeg esetén, a strliség
csokkenésnek megfeleld térfogatnovekedést folyamatosan boviilé idomdarabbal sziikséges
kompenzalni.

A kovetkezdkben egy szemléletes példan keresztiil ramutatunk, hogy mennyire eltéréen
viselkedik egy dramldsba helyezett test, hangsebesség alatt, illetve felett. Ehhez els6ként
egyiitt mozgd rendszerbdl vizsgaljunk meg egy repiilégépet, hangsebesség alatt. Az érkezd
kozeg “tdmadja” a repiildgépet, majd a képzeletbeli kozépsd aramvonalon a gép orrkupjahoz
eljutva feliitkozik azon egy torlopontot kialakitva. Ezen aramvonal mentén fokozatosan
csokken a kozeg sebessége és nd a nyomasa, egészen torldponti nyomasig. Kovetkezésképpen
a test elére hat, hiszen maga el6tt folyamatosan lassitja a kozeget, amely a kornyezd
aramvonalak gorbiiltségén is megmutatkozik (8.7. abra):

v<a v>a

{ Mach-kip
T~

fejhullam; 16késhullam

elGrehatas NINCS el6rehatas

8.7. abra. Repiildgép orrkiipja hangsebesség alatt (bal) és felett (jobb).

Hangsebesség felett, a test “érkezésének” informadcidja az elemi megzavardsok révén
hangsebességgel terjed, ugyanakkor maga a test hangsebességnél gyorsabban mozog. Vagyis
az egyiitt mozgd rendszerben nincs elére hatas, a kdzeghez nem jut el informaci6 a test
érkezésérdl. Ennek eredményeként kialakul egy un. fejhullam / lékéshullam, amelyen
keresztiil a nyomasnovekedés ugrasszertien és nem fokozatosan kovetkezi be. Ezen fejhullam
alakja kipos, melyet ebbdl adoddan Mach-kiipnak neveziink. A kozeg szamara a test érkezése
kizarolag a Mach-kap utan érzékelhetd.

Ez gyakorlatban a kovetkezOben nyilvdnul meg: amennyiben egy hangsebességnél
nagyobb sebességgel mozgo repiilégép kozelit egy allo megfigyeld felé, mindaddig nem
hallhaté a repiildgép zaja, amig a repiildgép altal keltett Mach-kup formaban terjedd
16késhullam el nem éri magat a megfigyel6t. Ezt kovetden hirtelen, robbanasszertien hallhatd
a repiilégép zaja, melyet hangrobbandsnak neveziink.
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9 Aramlasok hasonlésaga

Az iparban strin el6fordul, hogy valamilyen fennallo iizemzavar, miikodési anomalia
elkertiilésére sziikséges javaslatot tenni, melyhez sokszor elengedhetetlen a laboratdriumi
mérések végezése. A valdsigos, ipari geometriai léptékek akar tobb tiz méteresek is lehetnek,
igy az ezen végzett kisérlet-sorozatokat erésen korladtozzak — tobbek kozott — a gyartasi
koltségek. Ebbdl kifolyolag altaldban célszerti torekedni a geometriai méretek zsugoritasara,
vagyis egy un. kisminta (modell) létrehozaséara. Ebben a fejezetben ismertetjiik, hogy melyek a
valdsagos, nagy kivitel esetén kialakuld aramlas laboratériumi modellezésének feltételei.

Els6é kozelitésben vizsgaljuk meg a hasonldsagi kritériumokat allando stirtiségti (p = 4ll.)
kozegekre. Kiinduldsul tekintsiik egy berendezés keverdelemének kisminta modellezését. A
9.1. abra bal oldaldn a valdsagos berendezés keverdelemének lapatmetszete, jobb oldalan
pedig annak kicsinyitett masa, kismintaja lathato.

VALOSAGOS MODELL
y A ym A

}]ITL

UD,m
—

9.1. abra. Keverdelem valdsdgos (bal) és kisminta modellje (jobb).

A valdsagos lapatmetszet jellemz6 geometriai mérete legyen a lapat hurhosszusaga (lo). A
forgd lapatokkal egyiitt mozgo6 koordinata-rendszerben a folyadék vo sebességgel tamadja a
testet. Cél az dramlasi tér adott pontjaiban a kiilonféle aramlasi jellemzdk (pl. p nyomas, v
sebesség) meghatarozasa. Ehhez készitsiink egy kismintat, melynek hurhossza legyen lom, a
beallitott modellezési sebesség pedig vom. Amennyiben helyesen jarunk el a modellezés soran,
a laboratériumban mért nyomasok (pm) és sebességek (vm) atskalazhatok a nagy kivitelre. Erre
épitve begyiik sorra a f6bb dimenzios, illetve dimenzidtlan jellemzdket (9.1. tablazat.).

9.1. tablazat. Aramldsok hasonldsiga: dimenzids és dimenziotlan jellemzok.

Jellemzdk Valdsagos Modell
lO lOm
_to b=
Jellemz§ ido6: to Yo 0,m Vom
\' Xy z t Vi X y z t
Dimenzidtlan sebesség: —=f (—,—,—,—) — = <—,—,—,—>
8w W) ven  \lon lom Tom Tom

) ., , xy z t Pm X y Z t
Dimenzi6tlan nyomas: > =F <—,—,—,—) ——=Fl—
PVy lo Ly Ly to PmVo,m lom lom lom tom
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A kisérleti paraméterek helyes megvalasztasa mellett, a valosdgos és a modellezett esetben
a dimenziotlan sebességeloszlasokat ugyanaz az f, a dimenzi6tlan nyomaseloszlasokat pedig
ugyanaz az F fliggvény irja le. Két dramlds hasonlo, ha ugyanazon dimenziétlan fliggvények
irjdk le. Vagyis a kismintdn végzett mérések adataibol meghatdrozhatok az egyes
dimenzidtlan sebességeloszldsok, amelyek segitségével az adatok atskaldzhatok a valdsagos
esetre. Tehat két aramlds abban az esetben hasonld és ezaltal ugyanazon dimenziétlan
fiiggvényekkel irhatok le, amennyiben:

a) azonos dimenziotlan differencial-egyenlet-rendszerek irjak le,
b) azonosak a perem- és kezdeti feltételek a dimenzidtlan hely— és id6koordinatdkban
kifejezve.

Mivel valos kozeg dramlasanak vizsgalatakor sziikséges a surlodas hatasanak figyelembe
vétele, igy a korabban megismert Navier-Stokes egyenlet a kontinuitasi egyenlettel kiegészitve
alkotjak az emlitett differencidl-egyenlet-rendszert. Szarmaztassuk kiilon-kiilon az egyenletek
dimenzidtlan alakjat!

9.1 Navier-Stokes egyenlet (p =dll., u=all.)

av _av +D 1 d t(rotv) o1
P 6t v=g pgra p — vrot(rotv 9.1)
Megmutathatd, hogy:
div grad v,
—vrot(rotv) = vAv = v [div grad v,
div grad v,

A tovébbiakban kizadrélag a Navier-Stokes egyenlet x-irdnya komponensével
foglalkozunk, mivel teljesen hasonlé kovetkeztetések vonhatok le a tobbi komponens esetén
is. Az x-iranyu komponensegyenlet az alabbi mdédon irhato:

ov, 0v, oV, 0V, 10p (62vx 0%v, 62vx>

ot T ox P eyt o, T 9 T Lo TV B Yoy T o

(9.2.)

Végezziik el a (9.2.) egyenlet dimenziotlanitasat, ehhez szorozzuk be az egyenletet lo/vo? —
tel (ennek dimenzidja s?/m). A nyomast vizsgaljuk egy po referencianyomashoz képest, a
strtiséget pedig vigyiik a derivalas belsejébe:

(v /vo) | 0(vy/ Vo) 0(vy/vo) a(vx/vo) _
() e Y A 307 /%) Tty O =

lo/vo
a (p _ pO 2 U 2 U_
_ Ixlo pvo 9 z) N 9 (vz) (©3.)

o) ”"l"\@(%)z a(%)z ()

Mivel az utolsd tag esetén a dimenzidtlan sebesség-komponens dimenziétlan irdnyok

szerinti masodrendl parcidlis derivaltjait sziikséges szarmaztatni, igy a kinematikai
viszkozitas osztoja lo-vo marad.
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9.2 Kontinuitasi egyenlet (p = dll.)

ov, 0vy, O0v,
W + E + E = (94)

Ezt dimenziotlanitva kapjuk:

a(vx/vo) a(”y/vo) a(vz/vo) —
a(x/lp) a(y/ly) a(z/ly)

(9.5.)

9.3 Hasonlésagi feltételek

A fenti egyenletek alapjan térjiink vissza az dramlasok hasonldsagat biztosito két kritériumra,
és vizsgaljuk meg ezek teljesiilésének feltételeit.

9.3.1 Dimenziotlan differencidl-egyenlet-rendszerek azonossiga

A differencial-egyenlet-rendszerek a valosagos, illetve a modellezett esetben azonosak, ha az
allandok és az egyiitthatok megegyeznek. Ez a (9.3.) egyenlet alapjan a kovetkezd
dimenzioétlan jellemzdk azonossagat jelenti (az egyenlet bal oldaldbodl, illetve a (9.5.)
kontinuitasi egyenletbdl nem szarmazik tovabbi megkotés).

9.3.1.1 Reynolds-sziam

_ Vomlom _ Re — Volg

Vi, v
9.3.1.2  Froude-szdm

Vo,m Vo
=Fr=

2V, gmlo,m YV gly

9.3.2 Dimenzidtlan peremfeltételek azonossiga

Fry, =

9.3.2.1 Geometriai hasonldsig

Valamilyen test, példaul egy keverdelem koriili dramlds esetén, maga a keverdelem mint
szilard test egy peremet eredményez az dramlds szempontjabol. Ez dimenzidtlan formaban
azt jelenti, hogy sziikséges a valosagos €s a modell kivitel kozotti geometriai hasonldsag
biztositasa.

9.3.2.2 Euler-szam

A vizsgalt térrész hatarolofeliiletén, vagy masképp az aramlas “peremén” sziikséges a hasonld
nyomaskoriilmények tartdsa. A (9.3.) egyenletben megjelent egy tetszOleges
referencianyomashoz viszonyitott, dimenziétlanitott nyomds tag, melyet Euler-szamnak
neveziink. Erre a kovetkezd érvényes:

_P=rdm _ . P —Po)

Eu,, > >
PmVm pPVy
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9.3.3 Instaciondrius hatdasok

A 9.3.1 és 9.3.2 fejezetekben részletezett pontokon feliil, a modellezés soran sziikséges az
instaciondrius hatasok figyelembevétele. Ennek megértéséhez nézziink meg egy szélturbinat,
és vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a forgd lapatozas elhalad a tartéoszlop kozelében (9.2.
abra).

Vo fO

9.2. abra. Instaciondrius hatdsok szélturbina esetén.

Ahogy elhalad egy-egy lapat a tartdoszlop kozelében, a két test egymadsra hat. Tegytik fel,
hogy éppen ezt az egymadsra hatast, és az ebbdl adddd ingadozd aramlasi jelenséget kivanjuk
megfigyelni a kisérletek sordn.

9.3.3.1 Strouhal-szam

Legyen a periodikus, instaciondrius hatas jellemzd frekvenciaja fo. A példanal maradva ez az
un. lapatvaltasi frekvencia. Ez azt fejezi ki, hogy idéegység alatt hanyszor halad el egy-egy
lapat a tartéoszlop kornyezetében. Jelolje a lapat mozgasara jellemzd6 sebességet vo (pl. kertileti
sebesség), tovabba a vizsgalat szempontjabol fontos geometriai méretet o (pl. tartéoszlop
hossza). Ezen mennyiségekbdl szarmaztatott dimenzidtlan frekvencia az an. Strouhal-szam,
melynek sziikséges garantalni az azonossagat a nagy kivitel és a kisminta esetén:
Stry, = fomtom i=Str = folo
vO,m Vo

9.3.3.2  Turbulenciafok

Egy masik hatds az aramlds turbulens jellege, hiszen a turbulens aramlds dnmagaban egy
instaciondrius jelenség. Ahogy korabban targyaltuk, a pillanatnyi sebesség felbonthato egy
iddbeli atlag és egy ingadoz6 komponens dsszegeként. Erre tamaszkodva a kovetkezOképpen
definialhat6 a turbulenciafok:

1 2, 2, 2
Jg(vx+vy+vz)

7|

Tup:=Tu =

A fenti kifejezés alapjan lathatd, hogy a turbulenciafok tulajdonképpen az ingadozo
sebességkomponens négyzetes kozépértékének (RMS: Root-Mean-Square) és a sebesség
id@beli atlaganak hanyadosa. A turbulencia hatdsanak megfelel6 modellezéséhez kivanalom
a turbulenciafok egyezdsége.
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9.3.4 Feltételek iitkozése

Harom {6 feltételrendszert allapitottunk meg, melyeken beliil kiilonféle kritériumokat

szarmaztattunk:

a) dimenzidtlan differencidl-egyenlet-rendszerek azonossaga,
b) dimenzidtlan peremfeltételek azonossaga,
c) instaciondrius hatasok.

A kisérletek soran gyakorta el6fordul, hogy a fentieken ttl tovabbi feltételek bevezetése is
sziikséges. Azonban bizonyos feltételek egymadssal iitkoznek, igy sok esetben
kompromisszumokra kényszeriiliink, melyet az aldbb bemutatott példa illusztral.

Kordbban megmutattuk, hogy a kismintagyartas sordn biztositani kell a Reynolds-szam
azonossagot. Tegyiik fel, hogy a kisérletek végrehajthatok a valdsagos esetben alkalmazott
kozeggel, igy az anyagjellemzdk (pl. a kinematikai viszkozitas) megegyeznek. Az ebbdl adédo
feltétel:

Vomlom _ Volo o5 vy S l()ﬂ_ Vo 9.6)
- m_ - U

Re,, = Re >
m Vi v lo  Vom

Egy masik kritérium a Froude-szdm azonossag, melynek vizsgalatandl tegyiik fel, hogy
azonos erdterek hatnak a két esetben, példaul a gravitacios erétér. Az igy szarmaztatott feltétel
a kovetkez6:

om0 5 gu=g = %i:(vo,m)"’ (9.7.)
JImlom /9l " b\ v o

Lathato, hogy a (9.6.) és (9.7.) egyenletekbdl két eltérd feltétel adodik a valdsagos és a

Fry,=Fr =

modell esetén alkalmazand6 aramlasi sebességek aranyara. Hogyan tudjuk feloldani ezt az
ellentmondast egy modellezési kompromisszum révén? A kordbbi példanal maradva,
amennyiben a vizsgalt keverdelem a szabad folyadékfelszintdl tavol helyezkedik el, tehat ha
az dramlds kitolti a teret a kornyezetében, felirhat6 a hidrosztatikai alapegyenlete a kovetkezd

formaban:
1
0=g— ; grad py

Ezt kivonva a Navier-Stokes egyenletbdl, annak egy olyan formajat kapjuk, amelyben nem
jelenik meg kozvetlentil az erdtér térerdsségvektora (g):

dv 1
i —/—Jgrad(p —pu) + VAV

Ellenben az egyenletben megjelenik a pu hidrosztatikai nyomas. Ez kisérleti szempontbdl
azt jelenti, hogy a keverdelem kornyezetében nem maga a nehézségi er6tér, hanem az abbol
szarmazo hidrosztatikai nyomasgradiens jatszik szerepet. Vagyis, ha kisérleteinket ugy
végezziilk, hogy mindenkor az adott szinten érvényes hidrosztatikai nyomashoz képest
mérjiik a helyi nyomaésokat, a gravitdciés hatas kikiiszobolhets. Igy a dimenziétlanitott
Navier-Stokes egyenletben tobbé nem szerepel a Froude-szam, tehat a Froude-szam
azonossag mint hasonlosagi kritérium elhagyhato.
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Ellenkezé a helyzet, ha a folyadékfelszin kozelében vizsgaljuk a jelenségeket (pl.
tolcsérképzddés, hullamzas), ugyanis az ilyen esetekben fontos szerepe van az erdtérnek.
Ekkor éppen forditva, azaz a Reynolds-szam azonossagatdl tekintiink el, és helyette a Froude-
szam azonossagat sziikséges biztositani a modellezés soran.

9.4 Dimenzio6tlan jellemz6k szemléletes jelentése

A Reynolds-kisérlet esetén megtargyaltuk, hogy a Reynolds-szdm ardnyos az egységnyi
folyadéktomegre hatd tehetetlenségi és a stirlodasi er6k hanyadosaval ((6.6.) egyenlet). Annak
érdekében, hogy az el6bb targyalt tobbi dimenzidtlan mennyiségekhez is mogottes fizikai
tartalmat tarsitsunk, a kovetkezékben roviden 6sszefoglaljuk azok szemléletes jelentését:

F; tehetelenségi erd

ke ~ FS © sarlodo erd

Fy  tehetelensegi erd
Fr~ Fg " er6térbdl szarmazé erd
Ey ~ i _ nyomasbdl szarmazo erd

F, tehetelenségi erd

Az aramlasok hasonldsdganak témakorén beliill az eddigiekben allandé strtségl
kozegekkel foglalkoztunk. Osszenyomhat6 kozegek esetén, az eddig megismert kritériumokat
sziikséges a kovetkezo két feltétellel kiegésziteni. A Mach-szamra teljesiilnie kell, hogy:

Ma,, = Ma
Az izentrépikus kitevére vonatkozo feltétel:

Km =K

9.5 Aramlasba helyezett testekre hato er

Képzeljiink el egy testet, melyet elsé kozelitésben egy strlodasmentes aramlasba helyeziink
(9.3. abra). Messze a test el6tt feltételezziink egy egyenletes radramlast, melynek sebessége v-,1!
A parhuzamos, zavartalan dramvonalak kovetkeztében a statikus nyomas is allando, értéke
legyen p-1. Ahogy az daramlas eléri a testet, a test konturjanak megfeleléen gorbiilt
aramvonalak alakulnak ki, igy az Euler-egyenlet értelmében valamilyen nyomaseloszlas
jellemzi a test feliiletét. Azonban az alvizi oldal irdnyba haladva, kellGen tavol a testtdl, az
aramlas visszarendezddik, ismét egyenletessé valik a sebesség- és a nyomads-eloszlas is. A
kilépd sebességet jelolje v-2, a statikus nyomast pedig p-.

2 l
| {
: Vd
Voot ! [
B ez =1, —>X
Pes | Pe2
| F. || 2. N,
| ellenallaserd N~ NYOM
| (surlodas!)
L e e e e e m e m e — e ——————— » |

surlodasmentes

9.3. abra. Aramldsba helyezett testre haté erd.
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Az aramldsba helyezett test egyik 1ényeges jellemzdje az un. ellendllaserd, amely mindig
parhuzamos a megfavasi sebesség iranyaval. Mekkora ez az ellendlldserd ebben a vizsgalt
esetben? Visszaemlékezve, az ilyen jellegi kérdések megvalaszoldsara koradbban az
impulzustételt alkalmaztuk. Tehat irjuk fel az x-irdnyi komponensegyenletet a 9.3. abran
lathatd (szaggatott fekete vonallal jelolt) ellenérzd feliiletre:

_i1+jZ=P1_P2_Fe (9.8.)

Az ellendllaserd negativ eldjele annak kovetkezménye, hogy az impulzustétel mindig a
folyadékra vonatkozé mozgasegyenlet. Vagyis a testrdl a folyadékra hatd eré az éppen az
ellendllaseré6 minusz egyszerese. Surléddsmentes esetre beldthatd, hogy szimmetria okok
miatt a belépd és kilépd oldali impulzusdramok, valamint nyomasbdl szarmazé erd x-irdnyu
komponensei megegyeznek. Kovetkezésképpen:

F,=0

Mivel a stirlédés szerepétdl nem tekinthetiink el, a valos kozegdramlasba helyezett testekre
mindig hat ellendlldser6. A surlodds hatdsara nem rendezddik vissza az aramkép, a
szimmetria sériil, és test mogott megjelenik egy olyan zoéna, ahol lecsokkent sebességek
jellemzdk. Ezt az dramlasi zonat nyomnak nevezziik. Ebbdl adéddan nem lesz az ellenallaserd
zérus. Fontos megjegyezni, hogy az ellendérzd feliilet x-irdnyu nyujtdsaval sem teljesiilne a p--2
= p-1 feltétel a fellépd veszteségek miatt.

Vizsgaljuk meg az eddigieknél részletesebben, hogy miként hat az ellendlldserd egy
aramlasba helyezett test feliiletén. Ehhez nézziik meg, hogy egy testre hatd aramlaseredetd,
tetszéleges er6 milyen Osszetevékbdl allhat (9.4. dbra).

\

9.4. abra. Testre hato erdk.

Az er6 egyrészt all nyomadsbdl szarmazo, a test feliiletére merdleges iranyd erdbdl.
Masrészt a surlodas hatdsa is megjelenik a fali csusztatdfesziiltségen keresztiil, mint a fallal
parhuzamos iranyu (lasd e egységvektor) erd:

R=— f pdA + f roeldAl 99)
A A

ahol e a To nagysagu fali csusztatofesziiltség iranyaba mutatd, érintd irdnyt egységvektor,
amely fligg helyileg a falkozeli dramlasi irdnytol. Nézziik meg, hogy az emlitett két er6
Osszetevd milyen nagysagrendbe esik. Ennek szamszertisitéséhez vezessiik be a kovetkezd
dimenzidtlan jellemzdket.

Statikus nyomdstényezo: 2 Fali surloddsi tényezo:

102



Vizsgaljuk meg, hogy egy henger esetén hogyan alakulnak a fenti dimenzio6tlan tényezék
(9.5. abra). Mivel mérnoki szempontbol a henger és az arra hatd daramlaseredet(i er6 kiemelt
szereppel bir, a tovdbbiakban tobbszor is referenciaként hivatkozunk erre. Ennek legf6bb oka,
hogy szdmos miiszaki berendezés modellezhet6 hengerként, pl. kéményekre, hengeres
épiiletekre, villanyvezetékre hatd szélerd vizsgalatanal.

T -
N & o1& NYOM
~\& @&

9.5. abra. Hengerpaldst nyomdsviszonya.

A hengert a tengelyére merdlegesen megfujva a kovetkezé megallapitasokat tehetjiik. A
szél fel6li homlokfeliileten torlopont és ennek megfeleléen ttlnyomas alakul ki. Ahogy tovabb
haladunk a henger feliilete mentén, egy ponton a hatarréteg levalik (ndvekvd nyomasgradiens
+ fali surlodas). A hatarréteg-levalasnak megfeleléen a henger mogott egy kiterjedt levalasi
buborék jelenik meg, kialakul a test d&ramlasi nyoma. A henger kozvetlen kozelében maga a
levéalasi buborék tekintheté a nyomnak, mely egy lecsokkent sebességli zona, melyben
depresszio6 uralkodik.

A levalasi buborék jellemzdi a kovetkezdk:

> anyomas kozel dlland6 és megegyezik a levalas helyén uralkod6 nyomassal (p = dll.),
> viszonylag kicsiny sebességek,
> nagy turbulenciafok.

A homlokfeliileti tilnyomas, valamint a hatoldali depresszio egyiittesen képzik a hengerre
haté ellenéllaserd nyomaseloszldsbol szdrmazé részét. Osszehasonlitva a 9.5. dbra szerinti
hengerre jellemzd statikus nyomastényezd és helyi fali surlédasi tényezd értékeket, el6bbire
tobb nagysagrenddel nagyobb érték adddik. Ugyanakkor ez nem feleltethetd meg azzal, hogy
a surlédas szerepe elhanyagolhatd, hiszen éppen a surlodas kovetkeztében valik le a
hatarréteg a henger feliiletérdl — ezzel jelentésen megvaltoztatva az aramlas jellegét.

A statikus nyomastényez6 és a helyi fali surlddasi tényezd szempontjabol két testtipust
kiilonboztetiink meg (9.2. tablazat):

9.2. tablazat. Tompa és dramvonalas testek jellemzdi.

Tompa test (pl. henger) Aramvonalas test (pl. szarnyprofil)
kiterjedt nyom keskeny nyom
az ellenallaserdt a statikus az ellenallaserdben a fali csusztatofesziiltségbdl
nyomastényezd eloszlasa hatarozza meg szarmazo feliileti viszkézus erék dominalnak
a fali surlddas szerepe masodlagos a feliileti nyomaseloszlas szerepe masodlagos
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9.5.1 Hengerre hato erd

Vizsgaljunk egy egyenes korhengert (9.6. abra), melyet fujjunk meg v- sebességgel a tengelyére
merdlegesen. A kozeget jellemezze p stirliség és u dinamikai viszkozitds. A henger geometriai
jellemzdbi: d atmérd, [ hosszusag és k érdességmagassag. A megfuvas hatdsdra egy Fe
ellendllaserd ébred, amely irdnya — definicidé szerint — parhuzamos a megfuvasi sebesség

iranyaval.

9.6. abra. Aramldsba helyezett henger.

9.5.1.1 Dimenzioanalizis

Hogyan fiigg az ellendlldser6 az elébb felsorolt jellemzdktdl? A valaszhoz egy olyan
fiiggvénykapcsolatot feltarasa a cél, ami Osszefiiggést ad az el6bb felsorolt jellemzk kozott:

f(Fe, Voo pypt,d, L k)

Ennek meghatdrozasahoz emlékezziink vissza a csésturlodasnal alkalmazott (7.1.1 fejezet)
dimenzidanalizis eszkdzére, mely altal dimenzidtlan jellemzdk szarmaztathatok. Ennek nagy
elénye, hogy elegendd mérsékelt szamu dimenzidtlan jellemzé kozotti kapesolatot vizsgalni.
A dimenzidtlan jellemz6k az aldbbiak:

9.3. tablazat. Aramldsba helyezett henger: dimenziotlan jellemzdk.

Dimenziotlan

jellemz6 Mennyiség Jelolés Megnevezés
Fe
I % w2 (- d) Ce ellenallastényezd
vdp vd
11, vep _re Re Reynolds-szam
U v
l
113 P karcsuisagi viszony
k
A = relativ érdesség

Az ellendllaser6t dimenzidtlanitva a rddramlds megftivasi sebességével definidlt
dinamikus nyomas és a megfuvasra merdleges vetiilet-keresztmetszet szorzataval a ce
ellenallastényezd6t kapjuk.
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A Kkisérletek soran a kovetkezd egyszertsitéseket vezetjiik be:

» I/d— oo: Amennyiben az un. karcstisagi viszony értéke tart a végtelenhez (pl.
villanyvezeték esetén), a henger tengelyére merdleges minden egyes metszetben jo
kozelitéssel ugyanaz az dramkép érvényes: vagyis kétdimenzios (2D) dramlasként
modellezhetjiik a jelenséget.

> k/d— 0: A relativ érdesség tartson zérushoz, vagyis tokéletesen sima feliiletet
feltételeziink.

A fenti egyszertsitések mellett a korabban feltett kérdés arra redukalédik, hogy hogyan
valtozik az ellendllastényez6 a Reynolds-szam fiiggvényében (ce(Re) = ?). A 9.7. abra
diagramjén lathato a ce(Re) kapcsolatra vonatkozé mérési tapasztalat. Erdemes megjegyezni,
hogy az alabb bemutatott hengerre vonatkozé diagram jellegre nagyon hasonl6 gomb esetén
is, révén a gomb is egy tompa testnek tekinthetd.

Re=3x10°
0,1 > Re

1 10 10° 10° 10* 10° 10°
9.7. abra. ce(Re) grafikon.

A. Lamindris aramldas

Ebben az esetben a Reynolds-szadm értéke kicsi, a surlédasi er6k domindlnak a tehetetlenségi
erdk felett. Ez eloallhat akar nagy sebességek mellett is, amennyiben nagyon kicsi az atmérd
(~ néhany um), példaul szlirészovetekben. A tapasztalat azt mutatja, hogy az ellenallaserd
aranyos a megftivasi sebességgel:

F,~v., = c¢o~ 1/Re

Ez lamindris cs6aramlds esetén analdg azzal, hogy a csésurlddasi veszteség ardnyos az
aramldasi sebességgel. Az aramlds szerkezetét tekintve még nincs jelen Kkiterjedt levalasi

buborék (9.8. abra).

Y2

9.8. abra. Lamindris dramlds henger kiriil.
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B. Atmeneti szakasz

A Reynolds-szdm novelésével a tehetetlenségi erdk hatdsa fokozddik, a henger mogott
megjelenik egy levalasi buborék, melyben létrejon egy ellenforgd orvénypar (9.9. abra).

9.9. abra. Atmeneti szakasz henger koriil dramldsra.

C. Turbulens dramlds

Tovabb novelve a Reynolds-szamot, a tehetetlenségi er6k domindlnak a surlédasi erdk felett.
Ezen tartomanyban az ellendlldserd a megfuvasi sebesség négyzetével ardnyos:

F,~v.2 = co=dll
Karman-féle 6rvénysor (Re = 10° - 10°):

Egy bizonyos Reynolds-szdm tartomadnyon beliill a hengerrdl periodikusan orvények
valhatnak le (9.10. abra), melyet a felfedezbje - Kérman Todor - utdan Karman-féle
orvénysornak neveziink.

—0 —0O O

v

—_—
—~NO O O
9.10. abra. Kdrmdn-féle 6rvénysor.

Aletiszo 6rvények frekvenciajat jelolje f. Ha visszatekintiink az dramlasok hasonlosaganak
témakorére, ott instaciondrius és periodikus esetben bevezettitk a Strouhal-szamot.
Szarmaztassuk ezt jelen esetre:

d
Str = f— =~ 0,2
Voo
A mérések azt mutatjak, hogy ezt az drvénylevalasi jelenséget egy jol definialt Strouhal-
szam jellemzi, melynek értéke jo kozelitéssel dllando (~ 0,2). Az 6rvénylevalasnak gyakorlati

szempontbol a kovetkezd jelentésége lehet:

> Karos: vizsgaljunk egy d atmérdjii kéményt, melyet a szél v- sebességgel fiij. Amennyiben
a Reynolds-szam beleesik az emlitett tartomanyba, a kémény mogott Karman-féle
orvénysor alakul ki. A letuszd Orvények visszahatnak a kéményre egy ingadozod erdt
képviselve. Ha az Orvénylevalas frekvencidja egybeesik a kémény valamely
sajatfrekvencidjaval (f = fwja) rezonancia léphet fel, amely tonkremenetelhez vezethet.
Ennek elkeriilése végett a kéményekre pl. spirdlis lemezcsikot alakitanak ki, amely a
széliranytol fiiggetleniil gatolja az 6rvénysor kialakulasat.
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> Hasznos: a Strouhal-szam 4llanddsagat kihaszndlva képesek vagyunk un. ’vortex
aramlasmérd” berendezést épiteni. Ennek elve: Str = dll. értéke esetén az Orvénylevalas
frekvencidja ardnyos a megfuivasi sebességgel. Vagyis, ha egy ismert méretli tompa testet
/ dérvényhagyo elemet az dramlasba helyeziink és mérjiik az 6rvénylevalas frekvencidjat,
abbol meghatdrozhaté az dramlas sebessége.

D. Levdlds elotti turbulens hatdrréteg esete

Még tovabb novelve a Reynolds-szamot, mintegy Re = 3-10° esetén az ellenallastényezd
drasztikusan lecsokken (1,2 — 0,3). A henger koriili hatarréteg mar a levalas el6tt turbulenssé
valik, melynek eredményeképp a turbulens Orvények energizdljdk a hatarréteget. Ennek
hatdsara késébb kovetkezik be a hatdrréteg levalasa, keskenyebb nyom keletkezik, ezaltal
csokken az ellenallaserd.

9.5.1.2  Karcsusagi viszony (1/d) csokkentése

Az el6z6 gondolatmenet két alapvetd feltevésre (I/d — o; k/d — 0) épiilt. A kovetkezbkben
vizsgaljuk meg ezen két paraméter médosuldsanak az ellendllastényezdre gyakorolt hatasat.

Abban az esetben, ha nem 2D kozelitéssel éliink, hanem véges hosszusagu hengert
vizsgalunk, az ellendllastényezd csokkenése figyelheté meg. Ennek oka, hogy a henger végein
egy megkeriil6 aramlas jon létre, melynek a kovetkezé hatdsai vannak:

> csokkenti a homlokfali tilnyomast,
> tapldlja a levalasi buborékot ezzel csokkentve a hatfali depressziot,
> mérsékli a levald orvények negativ hatdsat.

9.5.1.3  Relativ érdességmagassig (k/d) novelése

Ennek hatasara a sima feliiletre érvényes Re = 3-10° hatar eltolodik a kisebb Reynolds-szamok
irdnyaba (9.11. abra). Vagyis a feliileti érdesség kovetkeztében “hamarabb” kovetkezik be a
drasztikus ellendllastényezé csokkenés. Ennek oka, hogy a feliiletérdességi elemek
,turbulenciageneratorként” jelentkeznek, ezzel frissitve a hatarréteget és mérsékelve a levalas
miatti ellenallastényezé-novekedést (pl. golf labda barazdai).

Ce
A

k/d n6

» Re

9.11. abra. c(Re) grafikon viltozdsa k/d ardiny novelésének hatdsdra.
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9.5.2  Szdrnyra hato erd

Vegyiink egy véges | hossztisagu, ¢ htrhosszti szarnymetszetet (9.12. abra). A megfavasi
sebességet jelolje v-, tovabba vezessiik be az @ megfuvasi iranyt, amely a szarnymetszet hurja
és a megftvasi irdny altal bezart szog. A szarnyon két erékomponens jelenik meg: egyrészt az
ellenéllaserd, amely a megftivasi sebesség irdnyaval parhuzamos irdnyba hat a testre, masrészt
a felhajtoerd, ami a megftivési sebesség irdnydra merdleges.

Az ezekbdl szarmaztatott dimenziotlan jellemzdk az ellendllastényezd és a felhajtoerd-
tényezd:
F, Fy

7 Cgp —=————
s P lven

€=p 2.
5V (c D)

A dimenziétlanitdshoz felhasznalt jellemz6 feliilet a tipikusan valtozo allasszogbe
helyezhet6 dramvonalas testek, igy szdrnyak esetén nem a megfavasra merdleges
homlok(vetiilet)-keresztmetszet, hanem a (c'l) effektiv feliilet, mivel a felhajtoer6 képzéshez ez
a feliilet kapcsolédik. Masfel6l aramvonalas testek esetén az ellendllaser6t a fali
csusztatofesziiltség hatarozza meg, az ebbdl adddé viszkoézus ellendlldserd nagysaga pedig
értelemszertien Osszefiigg a falfeliilet nagysagaval.

Nézziik meg az Ujonnan bevezetett két erStényezd alakuldsat az a megfuvasi szog
fiiggvényében (9.12. abra). A diagramon egyetlen gorbe-par szerepel, de fontos kiemelni, hogy
a jelenség fiigg a Reynolds-szamtol is, azonban ezt jelen targy keretein beliil nem vizsgaljuk.

e A atesés

1 P
Ce P | — o~

-

9.12. abra. Erdtényezd alakuldsa megfivisi a megfiivdsi sz0g fiigguényében.

Viszonylag kis megfavasi szogek esetén a felhajtoerd-tényez6 kozel linedrisan névekszik,
és aramvonalas test révén relativ kicsiny ellenallastényezdk jellemzék. A megfavasi szog
novelésével, amennyiben talsagosan “meredek” megfiivas éri a szarnyat, a felhajtoerd-
tényezd szempontjabdl elériink a szarny teljesitOképességének hatardig. Egy maximalis érték
utdn jelentdsen csokken a felhajtderd-tényezd, a szarny atesik. Ebben a megfuvasi szog
tartomanyban figyelhet6 meg az ellenallastényezd drasztikus novekedése, ugyanis a szarny
aramvonalas test jellege megsziinik. Egy kiterjedt levalasi zona jelenik meg a test mogott, az
aramvonalas test tompa testté valik. Vagyis az aramldsba helyezett test aerodinamikai
viselkedése nemcsak a geometridjatol, hanem az iizemeltetési koriilményektdl (megfavasi
iranytol) is nagyban fligg.
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Egy tovabbi fontos jellemzdje a szarnyprofiloknak az un. sikloszam (S), ami egy adott
megfuvasi sz0g mellett megmutatja a felhajtoerd-tényez6 és az ellendllastényezd viszonyat:

c
s==
Ce

Tovabbi magyarazat nélkiil ez egy adott iizemallapotban a szarnymetszet aerodinamikai

,j0sagat” mutatja meg. Példaul forgdgép-lapatozas tervezésénél, amennyiben lehet,

toreksziink a sikloszam maximalizaldsara, ugyanis altalanos igény a szarnymetszetek

munkavégz6 képességének kiaknazasa, mérsékelt aramlasi ellenallas és veszteségek mellett.
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