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A definíció

Átviteli rendszernek mondjuk azt, aminek bemente(i) és kimenete(i) van(nak). Ha a bemenetet gerjesztés éri, akkor a kimeneten válaszjel jelenik meg. Akkor tekintjük a rendszert lineárisnak, ha teljesül rá a szuperpozíció. Azaz, ha „A” gerjesztésre „AA” a válasz, „B” gerjesztésre „BB” a válasz, akkor „A+B” gerjesztésre a rendszer „AA+BB” választ ad.
Időinvariánsnak nevezzük a rendszert, ha ugyanarra a gerjesztésre mindig ugyanazt válaszolja.

(Ezen kívül még vannak apróbb elvárásaink egy jólfésült rendszerrel szemben: Legyen kauzális, azaz a válasz ok-okozati összefüggésben álljon a kérdéssel. Pl. ne a válaszoljon a kérdés előtt, azaz ne jósoljon.)

Lineáris rendszerek a gyakorlatban

A környezetünk tele van velük. Egy rugó pl. a legegyszerűbbek közül való lineáris rendszer. 
Bemenő mennyiség: erő.   Kimenő mennyiség: deformáció.

A bemenet és a kimenet között egyszerű arányosság áll fenn. 

A gyakorlatban minden rendszer csak bizonyos határok között lineáris. A rugó is kinyúlhat, eltörhet, összezárhatnak a menetek. Sőt, van olyan rugó, amelyet kifejezetten nemlináris viselkedésre terveznek. De még az is —ha elegendően kicsiny amplitúdó mellett nézzük—lineáris. 

A tehetetlen tömeg is egyszerű lineáris rendszer. Bemenő mennyiség az erő, kimenő mennyiség a gyorsulás. Lehetne a sebesség is, csak akkor már nem annyira egyszerű a rendszer, mert integrál. A sebesség a gyorsulásnak az integráltja. 
De az a linearitást nem zavarja, hiszen az integrálás lineáris művelet:  (∫f +∫g= ∫(f+g)  .
És vannak a rugónál, tömegnél sokkal összetettebb lineáris rendszerek hajmeresztően bonyolult, de még mindig lineáris viselkedéssel. Pl. tömegekből és rugókból összeállított bonyolult rezgőrendszer is lineáris. Általában elmondható: lineáris rendszerek összeépítésével lineáris rendszereket kapunk. 

Ebből már megsejthető, hogy ha annyiféle rendszer lineáris, (pontosabban: annyiféle rendszer közelíthető jól lineáris modellel) akkor érdemes a lineáris rendszerekkel foglakozni. Annál is inkább, mert a lineáris rendszerek matematikája kidolgozott és egyszerű, a nemlineárisakkal pedig sok a gond. Ezért aztán sok esetben enyhén nemlineáris rendszereket is lineárisként próbálunk kezelni.  Akár úgy, hogy eleve belenyugszunk bizonyos pontatlanságba, akár úgy, hogy vizsgálatainkat kis amplitúdókra korlátozzuk.

A lineáris rendszerek jellemzése

Egy rendszer akkor van jól jellemezve, ha annak alapján tetszőleges gerjesztése ki tudjuk számítani a választ. 

Időtartományban:

A rendszert teljesen leírja az ú.n. impulzusválasz függvény, h(t), a rendszernek  a Dirac–deltára adott válasza. A Dirac-delta gyakorlati szempontból egy elegendően rövid, egységnyi területű impulzus
.

Hogyan is lehet ezt használni? 
Ha egyszer tudjuk, hogy a rendszer miként válaszol egy impulzusra, akkor mindent tudunk.

Hiszen az időfüggvényünket nagyon finoman felszeletelhetjük az időtengely mentén. Minden egyes szelet egy impulzus. Azokra egyenként legyártjuk a választ, végül az egész kupacot összeadjuk. Kihasználjuk, hogy a rendszerünk tudja a szuperpozíciót. Vagyis jogunk van egy függvény részekre bontani, a részekre egyenként választ számítani, végül a részválaszokat összeadni.  
Az most leírt műveletet nevezik konvolúciónak. A bemenő időfüggvény és az impulzusválasz függvény konvolúciója adja a kimenő függvényt.
kimenet = bemenet ○ h

Megjegyzés: A konvolúció kommutatív művelet, f○g = g○f .

Állítás: 

Lineáris rendszer szinuszos gerjesztésre szinuszos választ ad.

Bizonyítás:
A lineáris rendszert illetve annak impulzusválasz függvényét felszeleteljük vékony csíkokra. 
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Készítünk sok-sok lineáris rendszert, minden egyes csíkhoz egyet. Mindegyik rendszert felelősé tesszük egy-egy darab csík „eléneklésért” . A sok rendszer kimenetéből egy óriási összegzővel egyetlen kimenetet képezünk.
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Ha az összes rendszer bemenetét t=0-kor egy egységimpulzussal meglökjük, akkor a rendszerek sorban egymás után kiadják a rájuk bízott időszeletet, amelyekből az összegzés után az eredeti súlyfüggvény áll össze. 

Vegyük most szemügyre a részrendszereket! Impulzus hatására mindegyik egy (a bejövővel arányos nagyságú) impulzus ad ki, többé vagy kevésbé késleltetve. Vagyis a bemenő jelet erősítik/gyengítik és késleltetik. Ha ilyen rendszerbe szinuszt vezetünk, akkor azt elérő amplitúdóval és fázissal adja vissza. 

Az pedig belátható, hogy tetszőleges számú, azonos frekvenciájú eltérő fázisú szinuszrezgés összege is szinuszos. 
(Gondoljunk arra, hogy minden szinusz egy forgó vektorral reprezentálható. Két szinuszt úgy adunk össze, hogy a vektoraikat összeadjuk. Két, azonos frekivel forgó vektor összege egy ugyanolyan frekivel forgó vektor.)

Megjegyezzük, hogy az állítás visszafelé is igaz: ha egy rendszer „szinusz-őrző”, akkor lineáris is. Pl. egy hangfal torzítását (=lineáris viselkedéstől való eltérését) szinuszos gerjesztéssel szokták vizsgálni. Azt mérik, hogy milyen amplitúdóval jelennek meg a kimeneten (a hangban) a gerjesztési frekvenciá(k)tól eltérő összetevők.
 

Jellemzés frekvencia-tartományban:

Mint láttunk, egy lineáris rendszer szinuszőrző. Egy beérkező szinusszal a legbonyolultabb, amit tehet, hogy az amplitúdóját megszorozza egy számmal, és a fázisát eltolja. Ez végtére is egy komplex számmal való szorzás.  Tekintettel arra, hogy minden minket érdeklő
 függvény szinuszokból összerakható, ezért a szinuszokra adott válasz ismerete elegendő egy lineáris rendszer teljes jellemzéséhez.

A frekvenciaválasz függvény H(ω)  egy valós számokon (a frekvenciákon) értelmezett komplex értékű függvény. Gyakran FRF-nek hívjuk a Frequency Response Function rövidítéseként.  Az FRF minden frekvenciára megadja, hogy azt a szinusz mennyire erősíti, ill. hogyan tolja a fázisát. E két információ egy komplex számmal reprezentálható kényelmesen.

Ha adott a rendszert gerjesztő jelnek a spektruma, in(ω), akkor a kimenő spektrum szorzással számítható ki:

out(ω) = in(ω) * H(ω)

Időfüggvény bemenettel úgy járhatunk el, hogy szinuszos összetevőkre bontjuk, mindegy egyes szinuszra legyártjuk a H(ω) alapján a megfelelő válasz-szinuszt, majd a részválaszokat felösszegezzük. Ismét kihasználtuk a szuperpozíció lehetőségét.

Aligha meglepő, hogy a rendszer kétféle jellemzése nem független egymástól.  h(t) , H(ω) között a Fourier transzformáció teremti meg a kapcsolatot: H(ω)=F( h(t) )  
Szoktak beszélni arról, hogy egy rendszernek „lineáris az átvitele”. Ez a szóhasználat kerülendő, mert sok félreértésre ad alkalmat. Jobb úgy fogalmazni, hogy „egyenletes az átvitele”. Mert sokan képzelik azt, hogy a nem egyenletes átvitel rögtön nemlineáris rendszert is jelent. 
Hasonló félreértés van a torzítás fogalma körül is. Ha egy szinusz alakja torzul, miközben áthalad egy rendszeren, az valóban nemlinearitás. Ha azonban valami egyéb függvény (pl. négyszögimpulzus) alakja változik meg, az teljesen normális. Csak az egyenletes átvitelű rendszerekre igaz, hogy tetszőleges időjelnek megőrzik az alakját.

Átviteli függvény mérése

Egy lineáris rendszer átviteli függvényét méréssel határozhatjuk meg. Általában úgy járunk el, hogy  gerjesztjük a bemenetet valamiféle függvénnyel, és a gerjesztést ill. a választ kétcsatornás adatgyűjtővel regisztráljuk. A feldolgozás egy lehetséges módszere
, hogy a két időjelből spektrumot számolunk, és a kimenet spektrumát osztjuk a bemenetével. Akkor érünk célt, ha a gerjesztő jel tartalmaz számottevő energiát  a számunkra érdekes frekvenciatartományban. A spektrumok „lyukaiban” hasznos jel hiányában csak zajt van. Ha pedig szemetet osztunk szeméttel, akkor nem sok jóra számíthatunk. 
A rendszert a mérés során gerjeszthetjük impulzussal, csak az így nyert eredmény több sebből is vérzik.  (Bár a módszerhez hasonló az impulzuskalapácsos méréstechnika, amit széleskörűen használnak.)
Először is az impulzus nagyon éles, elvileg végtelen nagy amplitúdójú jel. Nem csoda hát, ha magát a rendszert, vagy csak a mi mérőáramköreinket túlterheli. 

Másodszor az impulzusra adott válasz is többnyire egy tüskeféle, aminek aztán van egy hosszan elnyúló farka. Ha utóbbit nem mérjük, azzal okozunk hibát, ha viszont mérjük, akkor a hosszan elnyúló, kis amplitúdójú jel mérése során egy csomó zajt is összeszedünk, ezáltal rontjuk a mérésünk jel/zaj viszonyát.

Szokásos még szinusszal, sepert szinusszal, zajjal, pszeudozajjal is gerjeszteni. Ezek általában rendesen kivezérlik a mérőcsatornákat a mérés teljes időtartama alatt.
FRF mérés spektrum-átlagolással

Bármilyen gerjesztést is használunk
 a spektrumában egyes frekvenciákon néha nem lesz energia. Ha egyetlen spektrumpárból akarunk osztással FRF-et számolni, akkor a „lukas” frekvenciákon szemetet osztunk szeméttel. Ott használhatatlan lesz az eredmény. Ha a mérést és osztást többször végezzük el, (több spektrumpárból készítünk hányadost), akkor ezekből össze lehet hozni valahogyan a helyes átviteli függvényt. Az azonban biztosan nem megy, hogy ezeket bambán összeátlagoljuk, mert ha valamelyik részeredményben van egy kiugró-hibás adat, akkor az az egész átlagot el fogja rontani. Vagyis kitartó átlagolással elérhetjük, hogy minden FFT-vonalon rossz legyen az eredmény. 
Ha azonban okosan átlagolunk, figyelve arra, hogy mindegyik hányadosból azokat a vonalakat vegyük figyelembe, amelyek hihetők/megbízhatók, mert nagy amplitúdók hányadosából születtek, akkor így, értelmesen össze lehet „ollózni” a helyes átviteli függvényt. 
A gyakorlatban alkalmazott spektrumátlagolás látszólag nem így működik, de a lényege —mélyen elrejtve—valójában ez. 
A mérés (átlagolás) folyamata tehát a következő:

 Gerjesztjük egy lineáris rendszer bemenetét valamilyen szélessávú jellel. A jelet folyamatosan mérjük egy kétcsatornás adatgyűjtő egyik (A) csatornájával. A rendszer kimenetét pedig a B csatornával figyeljük meg.

Amikor elegendő számú minta beérkezett
 a két csatornán, a 2 időjelből FFT algoritmus segítségével spektrumokat számítunk. Kiszámítjuk az

1) az egyiknek a szorzatát a saját komplex konjugáltjával. SP(A)* * SP(A) =|SP(A)|2 
2) a másiknak a szorzatát a saját komplex konjugáltjával.  SP(B)* * SP(B) =|SP(B)|2
3) az egyiknek a szorzatát a másik komplex konjugáltjával. SP(A)* * SP(B) 
Tovább gyűjtjük az adatokat, és a fenti három szorzatspektrumot az időjel későbbi szakaszaiból is kiszámítjuk. Mindhárom spektrumot átlagoljuk,  (Összeadjuk őket, és végül leosztunk a darabszámmal.). Az átlagolás eredményeképpen rendelkezésünkre áll a bemeneti jel autospektruma
 (1), a kimeneti jel autospektruma (2), és a keresztspektrum (3).  

 Az átviteli függvény kiszámításához a két autospektrum és a keresztspektrum minden szükséges információt tartalmaz. Vegyük őket most szemügyre! 
Mindhárom függvény négyzetes jellegű. Ha a gerjesztő amplitúdót megduplázzuk, akkor a spektrumok négyszereződnek. Az autospektrumokban nincsen fázisinformáció, csak a keresztspektrumban. A keresztspektrum fázisa —az egyik spektrum komplex konjugálás miatt— a bemenet és a kimenet fázisának különbsége.  Ez megfelel az átviteli függvény fázisának.  
Az autospektrumokban nincsen mód arra, hogy a hasznos jel energiáját elkülönítsük az esetleges zavaró zajok energiájától. Ezért azok „piszkosak” maradnak, bármeddig is folytassuk az átlagolást. Energiájuk felülről fogja becsülni a hasznos jel energiáját. Ezzel szemben a keresztspektrum öntisztuló jellegű. Zavarmentes jel esetén a kimenet és a bemenet relatív fázisa (adott frekvencián) állandó.
 Az ilyen jelekből számított spektrumvonal a komplex síkon mindig ugyanabba irányba mutat. Tiszta zavaró zaj jelenlétében viszont a kimenet egyáltalán nem korrelál a bemenettel. Ilyenkor az egyes (összeátlagolandó) keresztspektrumok fázisa véletlenszerűen változó lesz, így az átlag lassan a nullához közelít. Részleges korreláció esetén a keresztspektrum némi ugrándozás után egy nemnulla értékhez tart.
Az átviteli függvény, amit keresünk, valami B/A -szerű mennyiség: A rendelkezésre álló spektrumok közül több mód is kínálkozik ennek előállítására. Pl.    
CSP(A,B) / ASP(A)  ,  amit   A* B / A* A  hányadossal reprezentálunk. Ezt egyszerűsítve:

A* B / A* A  =B/A

Esetleg így is számolhatunk:

( ASP(B) / CSP(A,B) ) * , amit így írhatunk : (B* B / A* B)* = (B* / A*) * =B/A. 
Ez két számítási mód, ami látszólag ugyanoda vezet. Valóban mindkettő használható, használják is. Az előbbi előállítást H1-nek, az utóbbit H2-nek hívják, ezek fázisában nincsen különbség. Az amplitúdójukat tekintve pedig: az egyik felülről, a másik pedig alulról becsüli az igazságot. Egyszerűen azért, mert a „piszkosan maradó” autospektrum az egyik esetben a nevezőben, míg a másikban a számlálóban szerepel. A tört értékét így felfelé ill. lefelé képes eltéríteni. Ha a rendszer mérését nem terhelik zavaró zajok, vagyis bemenet és a kimenet között teljes a koherencia, akkor H1= H2 .
Megjegyezzük, hogy a FRF-en túl A A* ,  B B* -t,  és  B A* birtokában további hasznos mennyiségek is kiszámíthatók. 

A már említett koherencia a    |A* B |2  /  A*A  B* B képet alapján számolható.
Ha a két jel teljesen összefügg, akkor a koherencia értéke 1.

� Elméletileg a t0 időpontra koncentrált Dirac delta  δ(t0)  úgy értelmezhető, hogy ha egy folytonos f(t) függvényt beszorzunk vele és kiintegráljuk, akkor az eredmény = f(t0). A δ(t0) tulajdonképpen „leolvassa” a függvényértéket t0-ban. (ld. disztribúcióelmélet) 


� Néha egyszerre két szinusszal gerjesztenek, és a két frekvenciának az összegét ill. különbségét figyelik a kimenő jelben. (→ intermodulációs torzítás.)


� Csak a mérnöki szemmel értelmes függvényekről van szó: gonosz matematikai konstrukciókkal nem foglalkozunk. 


� de nem a célravezető, erről lásd később


� Az impulzus gerjesztést leszámítva, de azzal egyéb bajok vannak


�  tipikusan 256...65536 db minta. Általában a FFT algoritmusok 2n darab mintán dolgoznak. Ha sok mintát választunk, akkor az mérésünk frekvenciafelbontása finom lesz, de hosszabb megfigyelési időre lesz szükség ugyanolyan jel/zaj viszony eléréséhez.


� A névben az „auto” onnan jön, hogy az önmagával vett keresztspektrum.


� Már amennyiben a kimeneti jel valóban a bemenetből származott, azaz vele koherens.
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