Szerkezetek dinamikai egyenletei. Dr. Gyorgvi Jozsef egvetemi
magantandr

MEREVSEGI MATRIXOK ELOALLITASA
Rudszerkezetek merevségi matrixa

Az elmozdulasmodszerrel vald szamitds azt jelenti, hogy az egyes csomopontoknal egyensulyi
egyenleteket irunk fel. A kiilonbdzé csomopontokndl, a kiillonb6zd elmozdulasi irdnyokhoz tartozo
egységnyi elmozdulasokbol egy adott csomopont, adott elmozdulasi iranyaba kell 6sszegezniink a
csomoponthoz csatlakozo6 rudak radvégi erdit.
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2.1. tablazat. Az 4llando keresztmetszetii rid elemi merevségi matrixa sajat koordinatarendszerben

Az elemi statikai merevségi matrix szamitasa végeselemek modszerével

Vizsgaljuk a tovabbiakban a 3.1-es dbran lathat6 haromszog alaka tarcsaelemet. Ha a 3.1-es dbran
lathato haromszog alaku tarcsaelemnél szeretnénk megismerni valamelyik sarokpont x tengely iranya
egységnyi elmozduldsdhoz tartozo elemvégi erdket, azokat nem tudjuk pontosan meghatarozni, a
tarcsaegyenletet adott kertileti feltételek mellett pontosan megoldani nem tudjuk.
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frjuk le az elmozdulasok és alakvaltozasok kozotti 6sszefliggéseket az L operator, mig fesziiltségek

¢s alakvaltozasok kozotti Osszefliggeseket a D matrix segitsegevel
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Az elem belsé pontjanak elmozdulisai és az elemvégi elmozduldsok kozotti Osszefliggést leird
elmozdulasfiiggvényeket tartalmazéd, N (x, y) -nal jelolt matrix most 2 sorbol és 6 oszlopbol fog allni.

A matrix elemei egyelOre ismeretlen fliggvények.
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vy | u(x,y)= N(x,y).

Az alakvaltozasok felirhatok az elemvégi elmozdulasok segitségével:
£(x.y)=Lulx,y)=LN(x.y)v=Blx,y)y.

A fentiek szerint az alakvaltozdsok a B(x,y) métrix ismeretében kézvetleniil szamithatok az

elemvégi elmozdulasokbol. Miikddjenek az elem sarokpontjaira az dbran lathaté erdk.
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vektorban vannak, az elemben ébredd fesziiltségeket pedig a o vektor tartalmazza.

44 ¢ %B Pl. a 3.4-es abran Iévé s vastagsagi haromszog
A b X alaki  tarcsaelemnél az  egyik elterjedt
elmozdulasmatrixot latjuk a (3.9) alatt. Itt
b c—a
N, (x,y)zl——+ Vv,
C a ab
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| N X, =V,
T 2 (x.) a ab 4
y , N (x ) = X
3.4. abra 3=
N] (x,y) Nz(xay) N3(X,y)

A B matrixot az L operator segitségével szamithatjuk. Lathatjuk, hogy a B matrix elemei nem

lesznek fliggvényei az x-nek és y-nak.
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B=LN= a a
c—a o 1
ab ab b
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Az elemi merevségi matrix a B matrix és a D matrix segitségével szamithat6. A szamitast

megkonnyiti, hogy a harmas matrixszorzat eredménye is konstansokat tartalmaz, igy az integral jel
elé kiemelheto:
K= jB DBdV = E DB [dV = %B DB.

)y

()

Az elemi merevségi matrix most is szimmetrikus lesz. (A B DB harmas szorzatot transzponalva,

ugyanazt kapjuk eredményiil.) Az elemi merevségi matrix harom blokksorral és harom blokk
oszloppal bir. Az AB blokk elemei jelentik példaul a B sarok pont mozgasabol az A sarokponti
eroket.
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Az elemi merevségi matrixot a sajat koordinatarendszerben
AC kaptuk meg. Ahhoz, hogy az elemi merevségi matrixot fel
tudjuk hasznalni a szerkezet merevségi matrixdnak
BA K BB K BC elééllitéséhoz,_ azt a globalis koordinatarendszerbe kell

transzformalni. A transzformalast a rudszerkezeteknél
latottaknak megfeleléen most is blokkonként végezziik el. A

ke
=~
ke

AA| =AB

>
I

=CA | =CB | =CC transzformald matrix most 2*2-es matrix lesz és a
sarokponti  eltolodasoknak  megfeleld  sorokbol  és
oszlopokbol all.

A TOMEGMATRIX ELOALLITASA

Diagonal tomegmatrix

Amint korabban lattuk - a stlytalan szerkezetnél - a diagonal tomegmatrix eléallitasa azt jelenti, hogy
az adott csomoponthoz rendelt elmozdulasi irdnyoknak megfeleld helyre, a diagondl tomegmatrixba
beirjuk a csomdpontndl 1évd tomeget. A jelen esetben a csomoOpontnak elfordulasa is van, igy az
elfordulasnak megfeleld helyre a tomegnek a sikra merdleges (a korabbiakban z-vel jelolt) tengelyre
szamitott tehetetlenségi nyomatékat kell szerepeltetni.

Ha a szerkezet rudjainak tomege nem hanyagolhato el, akkor a jelen pontban targyalt koncentralt
tomegpontos vizsgalatndl az a feladatunk, hogy a radtomegeket szétosszuk a radvégi
csomopontokra. Ez egyszerlien azt jelenti, hogy egy adott rud fél tomege a kezddpontnal 1évo
csomopontra, a masik fél tomege pedig a végpontndl 1évé csomopontra keriil. Ami egy adott
csomopontnal beirandd tehetetlenségi nyomatékot illeti, azt az egyes fél tomegeknek a csatlakozo
csomopontokon atmend tengelyre vald szdmitasaval, és azok dsszegzésével lehet meghatarozni.

Legyen a 2.6-o0s abran lathato k-adik csomoponthoz csatlakoz6 rudak tomege rendre py, pa, p; €s
hossza [,, [, ;. Feladatunk a diagonal tomegmatrix 3k-2, 3k-1, 3k helyen v elemeinek a
szémitasa.

n
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Az M tomegmatrix pedig:

My (2.15)

I<
Il

A végeselemek alkalmazdsa esetén az adott elem tomegét kell szétosztani az elemvégi
csomopontokra

A tdmegmatrix diagonal volta nagy elony a szamitasi id6t illetden. Ugyanakkor igaz, hogy ha a fél
tomegekbdl all6 rendszer sulypontja nem esik egybe a csomoponttal, akkor a csomoOpont
eltolodasabol nem csak tehetetlenségi erdk, hanem tehetetlenségi nyomatékok is ébrednek. Ez azzal
jar, hogy a tomegmatrixban megjelennek a diagondlon kiviili elemek is, amelynek kovetkeztében
megsziinik a diagonalmatrix adta elony. A diagonizalhatosdg érdekében ilyenkor kozelitésként
elhanyagoljak a diagonalon kiviili elemeket.

Konzisztens tomegmatrix
Ha a szerkezet valamilyen harmonikus rezgést végez, akkor az elemvégi er6k és mozgésok, valamint

a belsd pontok elmozdulésai is harmonikusan véltoznak. Az elem megoszl6 tomegének megfeleléen
az elemen megjelennek a megoszlo tehetetlenségi erdk. Ezek intenzitasa:

—pg:a)ngsin wt.

Mivel u = Ny amegoszl6 tomegerd w° pNysin wt. A tomeger6t redukalva a csomopontokra az

||§

p IN' NV
(V)_ N

matrix az elem tomegmatrixa,

Ha a tomegmatrix M =p [N T NdAV kifejezésében az elmozdulasfiiggvények frekvenciafliggetlen,
)

un. statikus elmozdulasfiiggvények (amelyeket a statikai vizsgalatok sordn a merevségi matrix

eléallitasara is hasznaltunk), akkor a kapott matrix - a rudaknal latottakhoz hasonldan - az elem un.

konzisztens tdmegmatrixa lesz.

Ennek megfelelden a tarcsaelem elemi tomegmatrixa:

M = ph [N (x, y)N(x, )d4. (3.19)
(4]
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A 3.4-es abran lathat6 tarcsaelemnél a tdmegmatrix a merevségi matrixszal megegyezd strukturaju
lesz. A tdomegmatrix 6,6-os eleme pl.

YYqq P2
Hoo =P M

Lathato, hogy sziikség lesz a teriilet szerinti integralasra. Az | y2 d4 kifejezés azonban jol ismert,
(4)

3
nem mas, mint a sikidom x tengelyre szamitott inercianyomatéka: | ysz = a1_2' Ezt behelyettesitve
(4)
¢s m-el jelolve az elem tomegét:
_phab®  phab _m
=66 4212 12 6

Hasonldan szamithatd a tomegmatrix tobbi eleme is. Egy allandé keresztmetszetii rud konzisztens

tomegmatrixa:
1 1
M= 3 6
JER ] 9 |
35 210 70 420
2 130 2
210 105 420 140
1 1
6 3
9 | 13w
70 420 35 210
131 72 11 /2
420 140 210 105

A konzisztens tomegmatrixnak a dinamikus tomegmatrix helyett torténd alkalmazéasaval elkdvetett
hiba az elem méretek csokkentésével (a végeselemes halozat stiritésével) csokkenthetd.
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Alapelvként kimondhatjuk, hogy a dinamikai vizsgalatoknal a szerkezet még fontos legmagasabb

crer

ami az elem merevségének novelésével (elemméret csokkentésével) érhetd el.

3.5. Kiegészito tomegek figyelembevétele

A szerkezeten szamos egy¢b tomeg (burkolatok, technologiai teher stb.) is van. Az ezekhez a
tomegekhez tartozo tomegerdket a szamitasokban figyelembe kell venni, €s err6l kiilon gondoskodni
kell. Az eljarés a kiegészitd tomegek jellegétdl fligg.

3.5.1. Koncentralt tomegpontok

Ha a tomegpont helyzete allandd, célszeri a halozatot gy kialakitani, hogy a tomegpontnak
megfeleld helyre keriiljon haldézati csomopont. Ebben az esetben a tOmegmatrix adott (k-adik)
csomopontnak megfeleld blokksoranak adott (k-adik) blokkjahoz egy diagonal blokkot adunk hozza.
Ebben a blokkban az eltolodasoknak megfeleld helyekre a tomegpont tomege, az elfordulasoknak
megfeleld helyekre az elemi tomeg tehetetlenségi nyomatékai keriilnek. Pl. sikbeli keretnél a
beillesztendé diagonal blokk:

My

3.5.2. Megoszlo tomegek

Ha a szerkezet adott feliiletén (rudnal a rad mentén) megoszld tomeg van, akkor a legegyszeriibb
eljarés, ha a haldzatot ugy alakitjuk ki, hogy a teherfeliiletet (szakaszt) lefedje egy vagy tobb haldzati
elem. Ezeknél az elemeknél a merevségi viszonyok nem valtoznak, viszont egy ekvivalens
anyagstiriscggel figyelembevehetd a kiegészitd tomeg. Legyen az adott (j-edik) elem térfogata V',

. yo s S R O kie . v s
anyaganak siiriisége pj, az elemen levo kiegeszité tomeg m; & . Ekkor az ekvivalens siirliség:

L ek ki
ieg J _ J
Py ==t

Vi Vi

A feladat bemend adataként az adott (j-edik) elemnél az ekvivalens stirliséget kell megadni, €s ezzel a
kiegészitd tomeg figyelembevétele automatikusan megtorténik.

3.5.3. Elemen beliili koncentralt tomeg

Ha a szerkezeten egy adott tomegpont helyzete valtozhat, a haldzatot altaldban (a helyzetvaltozas
folytonosan torténik) nem lehet gy kialakitani, hogy a tomegpontnak megfeleld helyre mindig
keriiljon halozati csomopont. Ehhez folytonosan valtoztatni kellene a haldzati osztast. Az ilyen
esetben azt mondhatjuk, hogy a tomegpont, egy adott (j-edik) elem sajat koordinatarendszerbeli
X0,Y0,2o pontjaban helyezkedik el. Ekkor a kiegészitd tomegmatrix:

mkQT(xo,yo,Zo)N(xo,yo,Zo)=MK

kifejezés egy matrix, amelyet az elem kiegészité tomegmatrixanak nevezhetiink
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3.5. Tobbszabadsagfoku rendszer szabad rezgései

3.5.1. A rezgésegyenlet kozvetlen megoldasa

Feladatunk az M(t)+ Kx(t)=0

matrix-differencidlegyenlet adott x, ,x,=v, kezdeti feltetelek melletti megoldasa. Keressik a
megoldast

x(r)=Gve ™

alakban. Behelyettesités és egyszerusités utan

(k- otah-o.

Vagyis az a)oz -nek és a v vektornak ki kell elégitenie a homogén linearis egyenletrendszert. A

homogeén linedris egyenletrendszernek akkor van trividlistol kiilonb6zd megoldasa, ha az egyiitthato
matrix determinansa zérus, azaz

K - o M|=0.

A megoldasbol ad6do pozitiv ), €rtékek a rendszer sajatkorfrekvenciai. Koziilik a legkisebbet az

w,; -t a rendszer alap sajatkorfrekvencidjanak nevezziik. A kiilonboz6 a)gr értékekhez a homogén

egyenletrendszer megoldasaként kiilonboz6 v, sajatvektorok adodnak.

A matrix-differencidlegyenlet egy partikularis megoldasa ezek utéan:

n
Az x(t)= 21 v, (ar COS @, ¢ + by sin a)Ort)
r=

megoldasban szerepld konstansokstansok a kezdeti feltételek alapjan - egy 2n rendszamu linearis

egyenletrendszer megoldasaval - szdmithatok.

3.5.2. A rezgésegyenlet megoldasa a sajatvektorok ismeretében
A (5 ~wgM )X =0 egyenlet felirhatd Kv=wiMv

altalanositott sajatérték-feladat alakjaban is. Ezen feladatok megolddsara megfeleld szamitogépi
programok allnak rendelkezésre, amelyek szolgaltatjdk az a)gr sajatértékeket ¢s a hozzajuk
tartozo v_ sajatvektorokat. Ezen sajatvektorok a tovabbiakban jol hasznosithato sajatossagokkal

rendelkeznek.
v My =0. v/ Ky =0.

Vagyis a sajatvektorok a merevségi és tomegmatrixra ortogonalisak.
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Normaljuk a kiilonb6z6 sajatvektorokat tigy, hogy a erM v, szorzat ¢rtéke egységnyi legyen.

Ekkor er Ky, = a)gr. Egy V matrixba foglalva az 0sszes sajatvektort (a matrix r-edik oszlopa v,
€s KT matrixba a sajatvektorok transzponaltjai keriilnek, igy annak r-edik sora \_;I) az ortonormalités
miatt a KTM V. szorzat egységmatrix lesz, mig a KTEK szorzat egy olyan diagondlis matrix lesz,

amelynek elemei az a)gr sajatértekek. Azaz

9

vimy =

[l &

T 2 2 2

Az M3(t)+ Kx(t)=0 matrix-differencidlegyenlet adott  x,, ,i,=v, kezdeti feltételek melletti

megoldasakor, ha bevezetiink egy 11j ismeretlent az

Osszefliggésnek megfeleléen a matrixegyenlet egyszabadsagfoku rendszerekre esik szét, ahol az
egyszabadsagfokl egyenlet megoldésa:
yr(t) = y: M x, coswgt+ L\_/rTM)_'co sinw, 7 .
= wo, T —
Az x(t)=V Z(t) Osszefliggésnek megfelelden:

Do |
z(t): 2V M| xy cosmy t+——xqsinwg 1 |.
r=l1 = (o7

n

A kifejezés felirhatd az x(r)= ‘_’r(Zr cos@y,t +2; sina)()rt) formaban is, Lathatd, hogy az
r=1

elmozdulasvektor minden iddpillanatban a sajatvektorok linearis kombinaciojaként adodik.

Legyen példaul x, =v és x,=0. Mint lattuk r#s esetén X:ﬂ v, =0, igy a megoldasban csak a

v, vektor fog megjelenni €s x(t)= v, coswt lesz az elmozdulas. A rendszer tehat a sajatvektornak

megfeleld amplitidokkal rezeg. Ez indokolja, hogy a sajatvektorokat sajatrezgésalakoknak is
nevezziik. A legkisebb sajatkorfrekvencidhoz tartozik az alap rezgésalak. A fentiekben ismertetett
eljarast, amely a sajatvektorok bazisaban irja fel a rezgésegyenlet megoldasat, modalanalizisnek
nevezziik.

3.5.3. A szerkezeti csillapitas hatasa tobbszabadsagfoku szabad rezgésnél

Ha a bels6 surlodaési tényez6 minden rugdelemnél azonos, a csillapitatlan esetre kapott megoldasok
egyszerlien kiegészithetdk a csillapitas figyelembevétele érdekében. Ebben az esetben a y csillapitasi
jellemz6é minden rezgésalaknal azonosra vehetd fel. A sajatkorfrekvencia moddositisa az

2
/4

oy = W, 1—7 Osszefliggés alapjan torténik. Az egyes rezgésosszetevoknél az amplitado
Lokt

csokkenés az e 2 ' szorzd alkalmazésaval érhetd el. Ezek alapjan az elmozdulasvektor az alabbiak

szerint alakul:

*

n ——w,t 1

0 )

x(t)= 21 e2 Ty ‘_’rTM[Eo cosmgt + —*(%wo*r)_co - zoj s1na)0’;tj
r= ®pr
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3.6. Tobbszabadsagfoku rendszer gerjesztett rezgései

3.6.1. Az allandosult rezgés szamitasa harmonikus gerjesztésnél

3.6.1.1. A rezgésegyenlet kozvetlen megoldasa

Abban az esetben, ha a csillapitassal nem kivanunk szamolni, a rezgés matrix-differencidlegyenlete
egy - a sinwt szerint valtozé - harmonikus erével valod gerjesztésnél

ﬁg(t) + £§(t) =gsinwt

alaku lesz. Amint kordbban az egyszabadsagfoku rendszerek vizsgalatanal lattuk, az inhomogén
egyenlet partikularis megoldasa alkotja a rezgés allandosult részét. Keressiik a partikularis megoldast
gg(t)z)_cgo sin et

alakban. Behelyettesitve az egyenletbe: (£ - wzg L g0 =4

Feltéve, hogy az egyiitthatd matrix nem szingularis (ami azt jelenti, hogy determindnsa nem zérus,
azaz o nem sajatkorfrekvencia) az amplitadovektor:

T
Yoo "~ M) 4

3.6.1.2. A rezgésegyenlet megoldasa a sajatvektorok ismeretében

Az ortonormalt sajatvektorok €s a hozzajuk tartozé sajatértékek ismeretében vizsgaljuk ismét az

ﬁg(t) + K x(t)=gsin wt

matrix-differencidlegyenletet. Ha bevezetiink egy 0j ismeretlent az x(r)= Kz(t) Osszefliggésnek

megfelelden, akkor a matrix-differencidlegyenlet most is N szami fliggetlen - egyszabadsagfoku
rezgésnek megfeleld - differencidlegyenletre esik szét, ahol az r-edik egyenlet:

j}r(t) T wozryr(t)z Jrsinor .
Az egyszabadsagfoku rendszer inhomogén differencialegyenletének partikularis megoldasa

T .
ygr(t):—z — Y, -gsinot.
o Ogr
1———
2
@0r
.. . , n 1 1 T .
Az )_c(t)z Vy(t) Osszefliggés ismeretében: zg(t): 2 75 VY g sior|.
= r=1 0~ )
1———
2
@0y

10
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1

Az eredménybdl latszik, hogy minden sajatkorfekvenciahoz tartozik egy  [#r = 71
1-2-
@0y

rezonanciatényez6d. Ennek nagysaga a gerjesztd frekvencia €s az adott sajatkorfrekvencia aranyatol
fligg. Ha a gerjesztd frekvencia barmelyik sajatkorfrekvenciaval egybeesik végtelen nagy amplitadot
kapunk. A valdésagban a mindig meglévo szerkezeti csillapitas miatt err6l nem lehet sz6. A szerkezeti
csillapitas hatdsara a rezonanciatényezok:

1
He =
2
2 , w2
1- T + V4 T
@or O0r
Az allanddsult rezgésrész pedig:
n 1 1 T .
x,(0)= % vy, gsin@i—o, )|
& r=l1 2 2 2 a)g -
1) , r
1- T + V4 T
@0y O0r

3.6.2. Altalanos gerjesztés

3.6.2.1. Gerjesztés az id6tol tetszélegesen fiiggo erével

x(0)= 3 v T Tg(c)sin o ¢ - o)
r=1 Doy 0

A szerkezeti csillapitds esetén az aldbbiakat kapjuk:

1 T L wg (1)
x(t)= X —v,v, [q(r)e 2 sinag, (¢ — )z .
— 0_

5.5. A modalanalizis alkalmazasa részleges sajatérték-feladat megoldasaval

Mivel V MV =E ezert K M= K_l és VV M =E  Tetsz0leges s vektor esetén
igaz, hogy

§:VV Ms = Zv v gg.

= T =

Ha nem szdmolunk az 6sszes sajatvektorral (m<n), nem fogjuk pontosan visszakapni az s vektort.

ézZv % Ms;ts

v A
r=1

Az s vektor és az § vektor Osszehasonlitdsa utian donthetiink arrél, hogy elegendd
sajatvektort vettiink-e figyelembe a vizsgalatok soran.
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5.5.1. Szabad rezgés

. o . n r . .
Az ismert Osszefliggés: )_c(t) =2V, 1_/rT M()_cocosw()rt +—1X s1na)0rt] .
r=1 o @0y

Az ismertetett eljarast egy adott feladatnal alkalmazhatjuk a t=0 behelyettesitéssel kaphato kezdeti
elmozduldsokra ¢és a kezdeti sebességekre is:

A m T a m T.,. )
Xy = ler ve Mxg#x9, Xo= ler vy Mx # Xg.
Ir= r=

Az Osszehasonlitasnal tényleges fizikai mennyiségeket hasonlitunk Gssze, €s a sajatvektorok szdma
akkor elegendd, ha az eltérés nem nagy.
5.5.2. Harmonikus erével valo gerjesztés

Legyen a gerjesztd erd g(t) = gcoswt . Ekkor az allandosult rezges:

N 1
2, ()= v, v 4— —— cos(ot ~a).
r=1 w
Or 2
w 2
=5 7
a)Or

A

m
Ez esetben is elsé kérdés, a g= 2 v, \_/rTM qg#q  Osszehasonlitas elvégzése, a Ag=g—q
E =179 12-479
hibavektor szamitasa.

Kiilon vizsgalatot igényel azonban a rezonancia jelenség miatt a harmonikus erdvel valo gerjesztés.

Ha egy adott gerjesztd frekvenciardl van sz, akkor elvarhatd, hogy a szamitott legnagyobb
sajatkorfrekvencia kétszeresen meghaladja a gerjesztd frekvenciat. Ekkor a rezonanciatényezd mar
1,3 koriili értékre csokken, és nem varhaté, hogy az elhanyagolt - és még nagyobb
sajatkorfrekvencidhoz tartozo - sajatvektorok jelentds szerepet jatszanak a megoldasban.

Ha a gerjesztd frekvencia meghaladja a legnagyobb szamitott sajatkorfrekvenciat, azaz @ > @g,y ,
akkor nem lehet kizarni egy esetleges rezonanciat. Ekkor @ =, esetén a rezonanciatényezo
maximalis értéke:

p=—.
/4

A tehervektorban szamitott ~Ag =g—gq hibavektort ezzel a p slilyszammal megszorozva nagyobb

biztonsaggal tudunk kovetkeztetni a sajatérték-feladat részleges megolddsa miatti hibara.
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5.5.3. Gerjesztés az idotol tetszolegesen fiiggo eré esetén

n n
Ez esetben levezetheto az M = Y My, er M=% M _OGsszefliggés, vagyis az M matrix a
T o=l T o=l T
sajatvektoroknak megfeleld részmatrixok dsszegeként is eldallithatd. Ha nem szamolunk az Gsszes
sajatvektorral (m<n), nem fogjuk pontosan visszakapni az M matrixot:

m n
XM =M=M.
r=1 T
Az M matrixnak az eredeti M matrixtol vald eltérése alapjan donthetiink arrél, hogy elegendd

szamu sajatvektort vontunk-e be a szamitdsokba. A kiilonb6zd szabalyzatok foglalkoznak ezzel a
kérdéssel.

4.3. A szerkezet csillapitatott rezgéseinek matrix-differencialegyenlete

|1k -
P § ¢ 8§

Tobbszabadsagfoku rendszerek esetén a feladat matrix-differencidlegyenlete:

M 5(e)+ Cx(t)+ Kx(r)= 4(r). (4.18)
Az egyenletben a csillapitdsi matrix az adott modell esetén diagonalmatrix, ahol az egyes
csomopontoknak megfeleld helyeken abban az irdnyban lesz zérustdl kiilonbozd érték, amelyik
iranyba a csillapitd elemet elhelyeztiik. A csillapitasi matrix elemének értekét az adott iranyba
elhelyezett csillapité elem csillapitasi jellemzdje adja. A szerkezet csillapitasi matrixa formalisan a
merevségi matrixszal és a tomegmatrixszal azonos méretli, de csak néhany zérustol eltérd elemet
taldlunk a diagonalban.

Clx

cly

(I9)
[

cky
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Osszekoto csillapito elemek

A 4.3-as abran egy olyan csillapitoé elemet latunk, amely két csomdpontot kot 0ssze. Ez esetben a
csillapitd rud csillapitdsi matrixdnak felépitése azonos egy racsos tarté radja merevségi matrixdnak
felépitésevel.

gf = | f ot

4.3. abra

A fenti csillapitdsi matrix sajat koordinatarendszerbeli alakjat a korabban megismert modon lehet a
globalis rendszerbe transzformalni, igy:

c*=|rcsrt | resrt

=T === ==]J =

X /é
y rcert | resTt
n

==J]_ ==JJ=

A MATRIX-DIFFERENCIALEGYENLET DIREKT INTEGRALASA

Az M (t)+ g;_'c(t)+ K x(t)= g(t) matrix-differencidlegyenlet adott x,, x, =y, kezdeti feltételek

melletti megold4sa modalanalizissel nem lehetséges.

Az ilyen jellegli feladatok megoldasdra a matrix-differencialegyenlet direkt integralasat szoktak
alkalmazni. A dinamikai feladatban az x ), x kezdeti feltételek ismertek, mig az X, vektor az

My +Cig+Kxg =9,

egyenletrendszerbdl szamithatd. Az eljaras soran a kezdeti idopontban ismert kiindulési értékektdl
elindulva - és Ar 1épéskozonként haladva - diszkrét idopontokban szamitjuk az elmozdulasokat. A
feladat végrehajtasara szamos numerikus eljarast dolgoztak ki.
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A numerikus eljarasok alapvetden két csoportra oszthatok. Az egyik modszer az un. explicit eljaras,

amelynél a ¢;;; i1dOponthoz tartozd elmozdulasok a #; idOpontban felirt dinamikai egyensulyi

egyenletekbdl szdmithatok. A masik, Gn. implicit eljarasnal a #;;; idoéponthoz tartozé6 megoldasnak
a matrix-differencidlegyenletet a ¢, id6pontban kell kielégiteni.

Az eljarasoktol elvarjuk, hogy stabilak legyenek (a szdmitasokkal az id6ben elérehaladva ne legyenek
egyre novekvd amplitudok) és megfeleld pontossadggal szolgaltassdk az eredményeket.Az explicit
moddszer Iényegesen egyszeriibb - €s diagonal tomegmatrix esetén konnyebben programozhat6 - mint
az implicit modszer. Ugyanakkor a A¢ integralasi idokozt sokkal kisebbre kell felvenniink, mint az
implicit modszer alkalmazasanal. Az implicit eljarasok alkalmazasakor - bizonyos paraméterek
megvalasztasaval - az eljaras feltétel nélkiil (a Ar integralasi idokoztol fiiggetlentil) stabil, de a
szamitasi algoritmus bonyolultabb.

Centralis differenciak modszere

Ha az elmozduldsok vektora elemeinek
x figgvényét a t_ =(i—1)At, ¢ =iAt  és
ti :(i+1)At idépontokhoz tartoz6 x; ;, x;
X;,1 vektorelemek ¢rtékein atmend masodfoka

parabolakkal helyettesitjiik, akkor a

¢ differenciamodszernek megfeleléen:
o K Lyt ot . 1
D X =2—At(3_fi+1 -xi1),
7.1. abra 1
X =— (i1 -2x; +x1).
(ar)

A differenciahdnyadosokat behelyettesitve a matrix-differencidlegyenletbe a ¢, =1A¢ 1déponthoz
tartozd dinamikai egyenlet:

1 1
@ﬁ(’im - 2X; +£i—1)+2_mg(£i+l -xi )+ Kx; =g (7.5)
A mar ismert x; -vel és x;_;-gyel szorzott tagokat atvive az egyenlet jobboldalara:
LMl =g 4| MK 4| O x, (7.6)
(At)" = 2Ar= (AT T 2067 (Ar)” T
£§i+l =D, (7.7)

Erdemes megfigyelni, hogy a (7.6)-os egyenletrendszer egyiitthatomatrixa a tomegmatrix és a
csillapitdsi matrix kombinacioja. Kiilondsen egyszerli a szamitds, ha a matrixok diagondlok ¢és az
egytitthatomatrix minden eleme kiilonbozik zérustol. Ekkor az x;,, vektor j-edik eleme a (7.7)-es

egyenletbdl:

i ]
i1 7 o PP (7.9)
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A szamitdsokhoz - amelyek sordn a (7.6)-os egyenlet jobboldalan lathatdo miveletekkel a pij

szamithatd lesz - nincs sziikség a teljes toOmegmatrixra, a teljes csillapitdsi és merevségi matrixokra,
csak az adott matrixok j-edik sorara. Tobbszabadsagfoku rendszernél az integralasi lepéskoz
legfeljebb a legkisebb rezgésidd n-vel osztott értéke lehet. Ez a feltétele az eljaras stabilitdsanak.

7.2. A Newmark eljaras

A t; és t;, kozotti ¢; + 7 idOpontban legyen a
gyorsulas:
¥ =5+ (05 %) (713)

Az f(r) értéke 7 = 0 -nal zérus, mig 7 = Az -nél 1.

ot iy (Az f(r) valtozonak az eljaras stabilitisaban és
7.2. dbra pontossagaban van szerepe).

A (7.13) segitségével integralassal felirhato a sebességvektor és az elmozdulasok vektora az i+1-es
idOépontra.

Kipp =+ KA (§y - 5 Ao = 5+ [(1- o) + ok, A (7.15)

) . At? . . 2 ) 1 . . 2

1 1
A (7.17)-es egyenlet atrendezhetd: X, ;| = — [Ii+1 - X; —X; At]— (— — 1]& .
PAt 2p

Ezt behelyettesitve a (7.15)-be: x;,; = &(’_‘iﬂ - X; )+(1 —%])_'ci + (1 —%]gim .

A sebesség €s gyorsulasvektorokat behelyettesitve a differencidlegyenletbe

g{ﬁ[ﬂﬂ - X —ZiAt]—(i—ljxi}q-

a o). (04 .
+£{@(J£i+1 —x;)+ (1 —E]& + (1 —ﬁ]AfEi}J“ﬁ?_ml =4

Az egyenlet atrendezhetd Kx, = 128 alakra, ahol
5 1
K=K+ M + C és
= T At T 1=
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Ennél a médszernél az egylitthatomatrix mar nem lesz diagonalmatrix. Ugyanakkor megfigyelhetd,
hogy a numerikus integralas soran az egyiitthatomatrix nem valtozik, tehat az egyenletrendszer

felbontasat csak egyszer kell elvégezni. Az x; ., ismeretében szamithatok lesznek az X X

i+1° 2i+1

vektorok, €s innen folytathato lesz a szdmitas.

1 11\
Az eljaras stabiL ha o>—-, pB=>-| - +a| .
2 412

A numerikus integralas pontossaga

A stabilitas biztositdsa azonban nem jelenti az eljaras pontossagat is. Kiilondsen igy van ez a feltétel
nélkiil stabil eljarasoknal, ahol a stabilitas nem fligg az integralasi [épéskoztol.

A modalanalizisnél lattuk, hogy altalanos esetben a megoldas a sajatrezgésalakokhoz tartozé
harmonikus rezgések 0sszegzéseként adodik. Ha egy rezgésalak valtozasat dbrazolni akarjuk, akkor
a hozzatartozo periddusidét legalabb tiz részre kell osztani, ahhoz, hogy a rezgés valoban
harmonikus legyen.

Ebbdl a megfontolasbdl kiindulva azt mondhatjuk, hogy a Ar iddlépés a még szamitdsba veendd
legmagasabb sajatkorfrekvenciaju rezgés periodusidejének megfelelden, legfeljebb

T
At =1

10
lehet.
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