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2.1. Rendhagy6 matematikai bevezeté: Mérnoki megkdzelitésben a matematika egy olyan mddszer, amely
segitségével jelenségekrdl ugy szerezhetiink ismereteket, hogy magat a jelenséget a valosagban nem kell
végrehajtani. Ha példaul egy 2m?3 térfogatd, 1m atmérdjli, 20bar tiinyomésnak ellenallo tartalyt elézetes
szamitasok nélkul, prébalkozassal kellene megépiteni, a feladat csak veszélyes, draga és hosszu ideig tartd
munkaval lenne megoldhatd. Evvel szemben a probléma matematikai modellezésével meghatarozott kazan
formula biztonsagos, olcsd és gyors kérlimények mellett ad megoldast. Példaul 200MPa megengedett
legnagyobb mechanikai fesziiltség esetén, biztonsagi tényezd és korrozids tartalék nélkil, a szlikséges
legkisebb tartaly falvastagsag Smm. Fontos megjegyezni, hogy egy feladat matematikai modellezésénél, az
eredmények elemzése soran a jelenségrol olyan uj részletek derilhetnek ki, amelyeket a felliletes kisérleti
vizsgalat nem mutat ki. igy kiielenthetd, hogy a matematikai modellezés a mémdki tervezés mellett a
tudomanyos megismerést is szolgalja.

A matematikai modellezés Iépései: a jelenséget leird fizikai valtozok kivalasztasa, a jelenséggel kapcsolatos
fizikai alapelvek kivalasztasa, a fizikai alapelveket leird és a valtozok kozott kapcsolatot teremté matematikai
egyenletek felirdsa, egyszerisités, megoldas és ellendrzés. A kovetkez6 részben ezeket a lépéseket jarjuk
végig hangjelenségek modellezéséhez. A kiindulast segiti a léghangok aramlasi természete, vagyis a hang egy
sajatos dsszenyomhatd kozeg aramlas, igy a matematikai modell megalkotaséahoz az aramlastani valtozok és
alapegyenletek felhasznalhatok.

A hangteret leir6 valtozok:

- Sebesség, v [m/s] (id6egyséqg alatt megtett tavolsag)

- Nyomas, p [Pa] (fellletegységen hatd normalis irany nyomaoerd)

- Slrliség, p [kg/m3] (térfogategységben zart anyag tdmege)

- Hémérséklet, T [K] (az anyagok felmelegedettségének mértéke, az anyagot alkoto részecskék rendezetlen hé-
mozgasabdl szarmazo atlagos mozgasi energiaval aranyos mennyiség)

Hangjelenségekkel kapcsolatos fizikai alapelvek:

- Anyag- vagy tomeg-megmaradas (aramlas-, illetve hangjelenség soran anyag, illetve tomeg nem keletkezik és
nem vész el)

- Impulzus-mérleg (kdzegrész impulzusanak idéegységre jutd megvaltozasa a hatoerék ereddjével egyenld)
- Energia-mérleg (kbzegrész energiajanak idéegységre jutd megvaltozésa a hatoerék ereddje altal iddegység
alatt elvégzett munka (teljesitmény) és az idéegység alatt kozolt hd dsszegével egyenld)

- Anyagtorvény (az adott jelenségnek teret ad6 anyagi kozeg jelenséggel kapcsolatos viselkedését meghatéarozo
elv, anyagtorvény pl.: a idedlis gaz allapotegyenlet, a Hook-torvény, illetve a fizika mas terlletén pl.: az Ohm-
térvény)

Hangjelenségeket leir6 alapegyenletek:

- Kontinuitas- (vagy folytonossag-) egyenlet (anyag- vagy témeg-megmaradas elv kifejezésére)
- Mozgés-egyenlet (impulzus-mérleg kifejezésére)

- Energia-egyenlet (energia-mérleg kifejezésére)
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- |deélis gaz allapotegyenlet (a léghangok tobbsége termodinamikai szempontbdl idealisnak tekinthetd gazban
alakul ki, igy esetiinkben az anyagtorvény az idealis gaz allapotegyenlet)

Hangtani valtozok felbontasa egyensulyi és idében valtozé részre: Tapasztalati megfigyelés, hogy a
hangteret leird valtozok idében allandd, nagy egyensulyi értékekre és idében ingadozd, kis értékekre bonthatok.
Ugy is fogalmazhatunk, hogy az akusztika a nagyon nagy mennyiségek nagyon kis megvaltozasanak
tudomanya. A felbontasnak a kés6bbi levezetések soran szamos elényét fogjuk tapasztaini (pl.: egyensulyi
tagok idé szerinti derivaltjai kiesnek, idében valtozd tagok négyzetes kifejezései, egymassal képzett szorzatai
elhanyagolhatok lesznek).
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Hangteret leiré nyomas valtozo felbontasa idében egyensulyi és valtozd tagokra
P=po+p v=vo+ v T=To+T p=po+p

A hangtéri valtozokra az eléz6 kifejezések bal oldala az index nélkil a teljes mennyiséget, a ,0” index az idében
allando, egyensulyi tagot, illetve a vesszd jelolés az id6ben valtozo, ingadozd részt jeloli. Akusztikaban a kiemelt
fontossaguk miatt p’ és v’ valtozok kilén megnevezést kaptak, hangnyomas (p’) és részecskesebesség (v').

Egyszeriisito feltételek:

- A hangterjedésnek teret add kdzeg homogén, surlédasmentes, kontinuum (homogén: anyagjellemzék
fuggetlenek a helytdl, surlddasmentes: egymassal parhuzamos folyadékrétegek egymashoz képest ellenallas
mentesen mozgathatok, kontinuum: a kdzeg anyagi megoszlasa folytonos és nem részecskékbdl felépuld).

- A hangterjedés soran a kdzegben létrejové elemi termodinamikai allapotvaltozasok hékicserélédes mentes
(adiabatikus), illetve veszteség (disszipacid) nélkil, azaz izentropikus médon jonnek létre.

- A hangterjedés nyugvé kdzegben jon létre (vo= 0 m/s)
- A részecskesebesseég kivételével az 6ssze hangéri valtozora igaz, hogy az id6ben ingadozo és az egyensulyi
érték hanyadosa joval kisebb, mint egy,

p'/po K 1 T'/Tp < 1 p'/po <1

3.1. A hangteret leird valtozok kozvetlen algebrai kapcsolata: Hangtani szamitasaink megalapozasahoz
elsd épésben az akusztikai valtozok egymés kozotti kapcsolatat vizsgéljuk meg, hely- és idéfliggés nélkl,
algebrai egyenletek segitségével. Ehhez tételezziink fel egy nagyon egyszerii hangterjedési esetet. Nagyon
hosszU csé kozépsd részét tokéletesen tomar, surlodasmentesen mozgathatd dugattyd zarja le. A dugattyu to
pillanatban v’ sebességgel elindul balrél jobbra. Ennek hatasara a dugattyu két oldalardl mechanikai hullamok
indulnak el, amelyek kdziil vizsgalatainkat korlatozzuk a jobbra haladd hullam dsszetevére. Az egyszerdi feladat
valasztasnak kdszonhetéen egy-dimenzios, csétengellyel parhuzamos irdnyu, sikhullam hangterjedés alakul ki.
A feladat megoldasa soran hullamfronttal egyittmozgd koordinata-rendszert valasztva a jelenség idében
allanddva valik, tovabba a helyfiiggés is kiesik, mert a hulldmtérben csak kétféle (nem megzavart és megzavart)
hangtéri valtoz6 van jelen, amelyet a hulldmfront vélaszt ketté. A megmaradasi és mérleg elveket kifejezd
egyenleteinket, a hullamfrontot tokéletesen magaban foglalé elemi vastagsagu, kdzeg szamara atjarhat6 ,a”
hangsebességgel mozgo ellendrzéfellletre irjuk fel.
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Kontinuitasegyenlet: Id6ben allandd csatornaaramlas esetén az ellenérzé felllet homloklapjan belép
tomegaram megegyezik a hatlapon kilép6 tomegarammal,

dmbe = Qmki

A tdmegaram adott felileten idéegység alatt ataramlé tdmeg nagysaga, altalanos esetben a siiriiség (p) és a
sebesség (v) szorzatanak a fellletintegrélja. A sebesség és a fellletelem vektor (dA) kozotti mivelet
skalarszorzas,

qm==f pv dA
A

A be- és kilépd keresztmetszetekben a feliletelem vektor és az aramlasi sebesség minden egyes pontban
parhuzamosak egymassal, tovabba az egyes keresztmetszetekben a sebességek nagysaga és a slrlséeg
allando, igy a tomegaramok egyszer( szorzatokkal meghatarozhatok,

poda = (po + p)A(a —v")
A keresztmetszettel egyszer(sitve és a zarojeles tag felbontasat kovetden,
pod = poa+p'a—pev' —p'v’

Az egyszerisités elvégzése, a masodrendben kis tag (p'v’) elhanyagolasa utdn az akusztikai kontinuitas
egyenlet algebrai alakja a részecskesebességre kifejezve,

o=ty
Po
A m?2 keresztmetszet(i csatorna [ }
3
) A y
V. +
- PoP P Nyugalom
] To+T To
] < -
) potp po z
| Mozgas vV = vo= 0 m/s
Mozgé dugattyd Mozgb ellenérzé fellilet Hullamfront

Egydimenzids zavarashulldm vizsgalata a hulldmfronttal egyutt mozgé koordinatarendszerben

Mozgasegyenlet: Folyadékrész impulzusanak id6egységre jutd megvéltozasa a folyadékrészre haté erék
ereddjével egyenld (Newton II. tétel). Idében alland6 aramlas esetén az impulzusvaltozas az ellendrzé fellilet
homloklapjan belépd- és a hatlapon kilépé impulzusaramok kilonbsége. Az impulzusaramok megvaltozasat az
ellenérzd fellletre hatd, nyomasbdl szarmazd erdk ereddje hozza létre (impulzus-tétel csatorna tengellyel
parhozamos Osszetevd egyenlete),

Ipe = Iy; = p ki _pre
Ha a bal oldal pozitiv, az impulzusaram az ellendrzé fellileten belll csdkken, amely mértékét az dramlassal

szemben hato kilépd oldali és az aramlassal megegyezd iranyu belépd oldali nyomasbol szarmazd erbk
kllénbsége hataroz meg. Az impulzusaram vektor adott fellleten idéegység alatt athaladd impulzus nagységa,
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a tomegaram és a sebesség szorzata (a fellleten nem csak a folyadék tdmege, hanem vele egyutt a folyadék
impulzusa is athalad), altalanos esetben,

Z=f vpv dA
A

Ahol a pvdA szorzat az elemi tomegaram. Tovabba a nyomasbol szarmazo erd, a nyomas (p) fellletintegralja,

Fp=[ paa
A

A feliletelem vektorokkal parhuzamos aramlési sebesség és az atlagos sebesség nagysag, slrliség és nyomas
értékekkel az impulzus aramok és a nyomasbol szarmazd erdk integral kifejezései szorzatokka egyszeriisddnek,

poAa® — ppAa(a —v') = (po +p')A — poA

Az egyszer(sitések elvégzését kovetden az akusztikai mozgasegyenlet algebrai alakja a hangnyomasra
kifejezve,

p' = poav

Energiaegyenlet: Folyadékrész energiajanak idéegységre juté megvaltozasa a folyadékrészre hatd erék altal
idéegység elvégzett munkaval egyenld (az adiabatikus allapotvaltozas és surlodasmentes feltétel miatt a
folyadékrésszel kozolt hd nulla). Idében allandd aramlas esetén az energiavaltozas az ellenérzd feliilet hatlapjan
kilépd és az elblapon belépd energiaaramok kilonbsége. Az energiaaramok megvaltozésat az ellenérzd
fellletre hatd, nyomasbol szarmazo erék altal idéegység alatt elvégzett munka (teljesitmény) eredéje adja,

Exi — Epe = WFp be — WFp ki

Ha a bal oldal pozitiv, az energiadram az ellendrz6 fellleten belil nd, amely mértékét az aramlassal egyez6
iranyu belépd oldali és az aramlassal ellentett iranyu kilep6 oldali nyomasbdl szarmazo erék altal idbegyég alatt
elvégzett munkak kilonbsége hataroz meg. A folyadékrész energiaja (E) a mozgasi, helyzeti és belsd energiak
(Em, Ep és Ep) 6sszege. Homogén |égtérben a folyadékrészre hatd kilsé erdtér és a nyomasbdl szarmazé eré
egyensulyt tartanak, masként fogalmazva a levegd részecskék a sajat kozegukben lebegnek, igy
mozgatasukhoz a kulsé er6tér ellenében nem kell munkat végezni, nincs helyzeti energia valtozas. Az
energiaaram adott fellileten idéegység alatt athaladé energia nagysaga, a tdmegaram és a tdmegegységre jutd
energia (e) szorzata. A fellileten nem csak a folyadék tdmeg, hanem vele egyutt a folyadék energiaja is athalad.
Altalanos esetben a mozgasi- és belsé energia aram dsszege,

2

: v
Ezf epvdAzf (em+eb)pvdA:f —+¢,T |pvdA
A Ja - Ja\2 -

Ahol a pvd A szorzat az elemi tomegaram, em @ mozgasi energia, e» a belsd energia tomegegységre jutd értéke,
cv az allandé térfogaton vett fajhd illetve T a kdzeg hémérséklete. A teljesitmény az idéegység alatt végzett
munka,

. dw d(Fds) ds
W = = =F—=Fv
dt dt —at T

A folyadéktérben tetszéleges A feliileten athaladé folyadékrészeken a nyomashol szarmazo erd altal idéegység
alatt elvégzett munka,
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AW,

Ahol a pd A szorzat az elemi nyomasbol szarmazo er6 (dF ,). A fellletelem vektorokkal parhuzamos aramlasi

sebesség és az atlagos sebesség nagysag, hdmeérséklet, sirliség és nyomas értékekkel az energia aramok és
nyomasbol szarmazo erdk teljesitmenye,

(av)

poda + (Ty + T')cypoAa — _PoAa Tocypoda = alpy — (a —v")A(po +p')

Az egyenlet mindkeét oldalat a tomegarammal elosztva, az egyszeriisitések elvégzését és a méasodrendben kis
tagok elhanyagolasat kovetoen,

+ 1A
—av’ +TCV—@—p0 p

Po  Potp

A jobb oldalt kozos nevezére hozva, majd a nevezében a pot+p'=po egyszerlsitést bevezetve,

—av +TCV—M P
P5 Po

A kapott egyenletben a linearis akusztikai mozgasegyenlet alapjan a két szélsé tag kiesik, a linearis akusztikai
energiaegyenlet algebrai alakja a hémérsékletingadozas értékére kifejezve,

Po

TI
cvpd

p'

Idealis gaz allapotegyenlet:
P_ RT
p

Az egyenl6ség a kifejezés bal és jobb oldalanak elemi megvéltozasara is igaz,

d (g) — d(RT)
A tagok elemi megvaltozasaira atirva,

d
—p—pﬁdp RAT

p

Az akusztika a ,nagy mennyiségek kis megvaltozasanak mechanikaja”’ tapasztalati megallapitas alapjan
alkalmazzuk azt a kdzelitést, hogy az elemi mennyiségek az idében ingadoz6 (vesszds), a teljes mennységek
az egyensulyi (0 index) tagoknak felelnek meg. Ez alapjan a linearis akusztikai idealis gaz allapotegyenlet,

4

p__p_(z)plzRTl
Po Po

Megjegyzések:
- A hangteret leiro valtozdk (p’, v/, T' és p’) kdzotti egyszer( linearis algebrai kapcsolat kdzvetlen elénye az,
hogy az egyik valtozd ismeretében (pl.: kisérleti vizsgalatok, vagy bonyolultabb hely- és idéfiggd szamitasok
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alapjan) a tobbi hangtéri valtozd is meghatarozhatd. A hangtéri valtozok kozott felirt kozvetlen algebrai
kapcsolatrendszert késébbi vizsgalataink soran szdmos esetben felhasznéljuk.

- A hangteret leiré linearis algebrai egyenletrendszerbdl harom kdzvetlen linearis kifejezés (egyik hangtéri
valtozd konstansszorosa a masik hangtéri valtozonak).

- A linearitds matematikai kdvetkezményei, az egyszer( leir6 formalizmus és megoldas, illetve a linearis
szuperpozicio elv alkalmazhatésaga. Akusztikaban a linearis szuperpozico elv azt jelenti, hogy két vagy tobb
hangtér dsszetétele esetén az eredd hangtéri valtozé az 6sszetevd hangterek hangtéri valtozoinak egyszer(
algebrai dsszege (pl.: két hangtér dsszetétele esetén az eredé hangnyomas, p'1,, = p'1 + p'3)

- A linearitas fizikai kdvetkezménye az, hogy egy idében és egy helyen kialakulé hanghullamok egyméssal nem

lépnek kolcsonhatasba, nem torzitjdk el egymast (pl.: zenehallgatas kdzben megszdlalé személy hangja a
dallamot nem valtoztatja meg, és forditva).

- A linearis akusztikai mozgasegyenlet nem egy szokasos mozgasegyenlet, mert nem a gyorsulas és a nyomas
(er6), hanem a sebesség és a nyomas (er6) kozott teremt kapcsolatot.

- A linearis akusztikai mozgasegyenlet nem csak kis megvaltozasokra, hanem becslésként nagy amplitidoju
zavarasok esetén is hasznélhato. Segitségével merev fali csében hirtelen zaras esetén a sebesség valtozas
flggvényében a nyomasndvekedés becslilhetd (egyszeri Allievi-elmélet).

- Helyettesitsuk be a linearis akusztikai mozgasegyenletben a részecskesebesség helyére a linearis akusztikai
kontinuitas egyenletet majd fejezziik ki beléle a hangsebességet,

!

=

a? =

!

©

Az igy kapott Osszefliggés alapjan a hangsebesség szamszer(ien nem hatarozhatdé meg, de fizikai
kovetkeztetésként megallapithatd, hogy a kevésbé dsszenyomhatd kdzegben nagyobb a hangsebesség
(ugyanolyan nyomaszavaras kisebb siriiség véltozast hoz létre, amely nagyobb hanyadost és nagyobb
hangsebességet eredményez).

- A hangsebesség kiszamitasara alkalmas 6sszefliggést Ugy vezethetiink le, ha a linearis akusztikai gaz allapot
egyenletbe behelyettesitjik a linearis akusztikai energia egyenletet,

1 , . " P ! R C R C
B_Pop =R p' atrendezést kovetden, = =L2o (1 + —) =k (—" + —) =Bop e Bo
Po  Po CvPo pr Po Cy Po \Cyv  Cy Po Cv Po

Az idedlis gaz allapotegyenlet egyensulyi valtozokra felirt alak és a hangsebesség Osszefliggés
felhasznalasaval a hangsebesség kifejezése,

a = ./kRT,

- Az osszefliggés alapjan megallapithatd, hogy légneml kdzegben izentropikus allapotvaltozas esetén a
hangsebesség (a) kizarolag a gaz anyagi minéségétél (adiabatikus kitev () és specifikus gazallando (R)) és
az egyensulyi hémérséklettél (To) figg. Az Osszefliggés felhasznélaséval példaul 20 fokos levegbben a
hangsebesség értéke egészre kerekitve 343m/s (k=1,4; Riev= 287J/kgK és To=293K). Linearis modelliink
hasznalatat jelentésen egyszerisiti, hogy a hangsebesség nem fligg a frekvenciatdl és az intenzitastol. A
hangterjedés frekvencia fliggetlensége miatt Iéghangok esetében nem jon létre szinszérddas (a kiildnboz6
frekvenciaju hullamdsszetevék eltérd terjedési sebesség miatti hullamkép madosulas).

- A késdbbi levezetések soran, elhanyagolasok megtételéhez tanulségos a hangteret leird kilonb6zé valtozok
numerikus nagysagrendje kozotti relaciok meghatarozésa. Ehhez a részecskesebesség, a hdmérséklet- és
slirliségingadozas értékét fejezzik ki a hangnyomas fliggvényében. A hangnyomas kiemelt szerepe annak
tulajdonithatd, hogy a léghangokat jellemzd valtozok kozil méréssel alapvetéen a hangnyomast tudjuk
meghatarozni (mikrofonos mérések). Korilményes mddszerekkel a részecskesebesség mérhetd, de a
hangtérben kialakul6 hémérséklet- és sirliségingadozas meghatarozasara tudasunk jelen szintjgn nem all
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rendelkezésre kisérleti mddszert. A levezett dsszefuggések atalakitasat kovetben v', T' és p’ valtozok és
nagysagrendjik a hangnyomas flggvényében (ha a= 340 m/s, po= 1,2 kg/m3 és cp= 1000J/kgK),
p,zﬂ>T'—LzL>p':p,z bl

poa 400 CpPo 1200 a? 115600

p,>1]’:

Korabban mar volt rola sz6 a hallaskiiszob 1kHz frekvencian 2-10-5Pa effektiv hangnyomas, az ehhez tartozé
részecskesebesség 5-108 m/s, hémérsékletingadozas 1,67-108 K, illetve slirliségingadozas 1,73-10-10 kg/ms,
mérnoki megkozelitésben nagyon kicsi értékek. A valtozok kozott p' értéke a legkisebb, igy a levezetés soran
szamtalanszor hanyagoljuk el, annak ellenére, hogy a hangtér kialakulasahoz a kozeg 0sszenyomhatosaga
fontos feltétel.

3.2. Gyakorlo feladatok

Gy.1. Vezesse le a hangnyomas, részecskesebesség, siriiség- és hémérsékletingadozas kdzott érvényes
linearis 6sszefliggéseket!

Gy.2. Sorolja fel és elemezze a hangteret leird valtozdk kozotti linearis kapcsolat matematikai és fizikai
kovetkezmenyeit!

Gy.3. Az aramlastan alapegyenleteibdl kiindulva vezesse le és elemezze a hangsebesség 0sszefliggését a
kdzeg egyensulyi hémérsékletének figgvényében izentropikus allapotvéltozas feltételezésével!

Gy.4. Hatarozza meg egy levegbben szabadon terjedd sikhulldm nyomas-, siirliség- és hdémérséklet-
ingadozasanak legnagyobb értékét (p'max, P'max €S T'max), ha a részecskesebesség maximalis értéke (V'max) 0,015
m/s. A levegd hémérséklet (t) 25°C, nyomas (p) 1bar, adiabatikus kitevd (k) 1,4, specifikus gazallando (R)
287J/kgK, allandd nyomason vett fajhé (cp) 1000J/kgK.

a = \/kRT, = \/1,4-287 - (273 + 25) ~ 346 m/s

Po/po = RT, , amelybdl p, = po/RT, = 10°5/287 - (273 + 25) =~ 1,17 kg/m?

cp/cy, = Kk, amelybdl ¢, = c,/k = 1000/1,4 = 714,3 ]/kgK

P max = PodV mar = 1,17 -346 - 0,015 = 6,1 Pa

Vimax =P’ .0/ Po ., amelybdl p' =V .po/a~0,15-1,17/346 ~ 5,1-107° kg/m?
T'max = P Po/CvPs =~ 5,1-107°-105/714,3 - 1,17% = 0,0052 K

Gy.5. Hosszu csében egy membran =225 Hz frekvenciaju, dugattyuszer( harmonikus rezgé mozgéast végez. A
membran legnagyobb sebessége (vmax) 0,006m/s. A kezdeti pillanatban a membran k6zép-helyzetben van és
maximalis sebességgel a ¢sd jobb oldali része felé mozog. Hatarozza meg a levegdvel kitdltott csé belsejében
a membrantdl jobbra, 226m tavolsagban, a kezdd pillanathoz képest 145sec-al késébb kialakuld
részecskesebesség értékét! A levegd hémérséklet (t) 250°C, adiabatikus kitevd (k) 1,4.

a= \/KRTO = \/1,4 287 - (273 + 250) =~ 458,4 m/s

w=2nf =2-m-225 = 1413,7 rad/sec

k=w/a =~ 1413,7/458,4 ~ 3,1 rad/m

@o=0rad

v'(x,t) =V cos(wt — kx + ¢y) = 0,006 cos(1413,7 - 145 — 3,1- 226 + 0) = 0,0046 m/s
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