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4.1. A homogeén linearis akusztikai hullamegyenlet

A hangteret leir6 valtozok kozvetlen algebrai kapcsolata hasznos ismeret, de a hang térben és id6ben kiterjedd
fizikai jelenség, ezért a hangterek altalanos modellezésénél a hangteret leird valtozok (p’, v, T' és p’) hely- és
id6fliggéset kell meghatarozni. A hely- és id6fliggé matematikai kapcsolatrendszert a hullamakusztikai modell,
a hullamegyenlet és megoldasa, a hullamfliggvény irja le. A hely- és idéfuggvények meghatarozasahoz a
hangjelenségre vonatkozd hely- és id6flggd differencialegyenleteket kell megoldani. A matematikai modellezés
els6 Iépései (valtozok kivalasztasa, fizikai alapelvek, hangtéri valtozok felbontasa és az egyszerisitd feltételek)
az el6zd levezetéssel megegyeznek. A killdnbség a fizikai alapelveket kifejez6 egyenletek matematikai formaja,
amelyek most hely- és id6 flggetlen valtozokkal felirt parciélis differencialegyenletek. Az egyszeriiség kedvért
a levezetést elsé lépésben x iranyba terjedd sik hanghullamra végezzik el.

Kontinuités egyenlet altalanos 3 dimenzios alakja,

dp
FT div(pv) =0

Kontinuitas egyenlet x iranyban (ahol vezessiik be a vx= v jeldlést),
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% +—(pv) =0

A hangtéri valtozok felbontasaval nyugvé kdzegben (vo= 0 m/s),
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A slirliség egyensulyi értéke id6ben allando, igy a derivaltja nulla,

ap 0 ,
T +—(POV +pv) =0

Tovabba a zardjelen bellil a masodrendben kicsi, masodik tag elhanyagolasaval, és a szorzat derivalas
elvégzése utan,
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3t TV x TPy =0

Homogén kdzegben az egyensulyi siiriség a hely fliggvényében allandé, igy a bal oldalon a masodik tag nulla.
A maradék a linearis akusztikai kontinuitas egyenlet,
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Az egyenlet linearis, mert a benne szerepld ismeretlen hangtéri valtozok (illetve azok derivaltjai) linearis
kifejezések, akusztikai, mert az alkalmazott elhanyagolasok hangterekben teljesilnek és kontinuitas egyenlet,
mert a kiinduld egyenlet a tomegmegmaradas elvét fejezi ki.

A surlodasmentes folyadék mozgésegyenlet, az Euler-egyenlet haromdimenzids, sebességi derivalt-tenzoros
alakja,
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Az Euler-egyenlet x iranyban (ahol vx= V),
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A hangtéri valtozdk felbontasaval nyugvé kdzegben (vo= 0 m/s) a mozgasegyenlet,
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A gépészmérndki gyakorlatban el6forduld hangjelenségeknél a hullamhossz nagy (technikai normal allapotu
levegében a hullamhossz egy tizedesre kerekitve 50 Hz frekvencian 6,9m, 2kHz frekvencian 171,5mm). igy a
hangtéri valtozé hosszegységre jutd megvaltozasa kicsi, ezért a bal oldalon a masodik tag masodrendben kicsi,
j6 kozelitéssel elhanyagolhat6. Tovabba a p’ kicsi értéke miatt legyen pot+p’= po, igy a jobb oldalon a derivalas
felbontaséaval,

av, _ 1 apo 1 ap'
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Az egyenlet jobb oldalan az elsé két tag az egyensulyi nyomasbol szarmazd erd és a kulsé eredd erdtér
tomegegységre vonatkozd értékei (a hidrostatika egyenlet x iranyu dsszetev bal oldala), el6jeles 6sszeguk
nulla. A kils6 erétér kiesése fizikai megkdzelitésben azt jelenti, hogy a levegd részecskék a levegdben
lebegnek, hangtani szempontbdl a statikus er6tér jelenléte nem befolyasolja a hangterjedést (pl.: gravitacids
erétérben a hangterjedés flggdlegesen lefelé, felfelé és vizszintesen egyarant ugyanugy terjed). A megmaradt
tagok a linearis akusztikai mozgas egyenlet,

v’ 10p
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A kontinuitas- és mozgasegyenletekben harom fliggetlen hangtéri valtozé (o', v' és p’) szerepel, a megoldashoz
kell egy harmadik fliggetlen egyenlet. Ebben a hely- és idéfliggd energiaegyenlet felirasa érdemben nem segit,
mert benne egy ujabb ismertlen (T’) szerepel. A megoldas érdekében a harmadik flggetlen egyenletet az
algebrai modellbél vesszik,

!

P _g2= KRT,

;7 =

Ahol a bal oldal a kontinuitds és mozgasegyenletek dsszevonasabol szarmazik, de az, hogy a hangsebesség
négyzete allandd, az energiaegyenlet és a gaz éallapotegyenlet alapjan dertlt ki. A valtozdk szamanak
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csokkentése (a részecskesebesség kiejtése) érdekében derivaljuk a kontinuitds egyenletet az idd, illetve a
mozgas egyenletet a hely szerint,

a%p’ 0%’
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A mozgéasegyenlet hely szerinti derivaltjanak jobb oldalat a kontinuitas egyenlet id6 szerinti derivalt, bal oldal
masodik tagjaba helyettesitve,

azpl azpl B
otz 0x?

A hangsebesség négyzet kifejezésbdl szarmazo, p'=p’/a? felhasznalasaval, a homogén linearis akusztikai
hullamegyenlet,

lazpl azpl
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a? 0t?  9dx?

Megjegyzések:

- A homogén linearis akusztikai hullamegyenlet egy masodrend(, hiperbolikus tipusu parcialis
differencialegyenlet, a hangterjedés és a hangterek leirasara szolgalé alapegyenlet. Jelentéségét a beldle
levonhat6 fizikai kovetkeztetések, az egyszerii esetekre vonatkozd analitikus megoldasai és a bonyolult
esetekre vonatkozd numerikus szimulaciés megoldasai adjak.

- A hulldmegyenletet méas fizikai jelenségre (hurokban terjedé mechanikai zavarasterjedés leiraséara), de
lényegét tekintve hasonl6 hullamterjedésre, elészor d'Alembert vezette le, ezért a szakirodalom szamos helyen
d'Alembert-egyenlet néven emliti.

- Attdl figgden, hogy a levezetés soran mely valtozokat ejtjlk ki, vagy a lineéris algebrai kapcsolatrendszerrel
p’-t melyik valtozéra cseréljik ki, a tobbi hangtéri valtozéra (v', T' és p’) is a hullam-egyenlettel megegyez0 alaku
egyenlet vezethetd le. Ez a formalisnak t(ind matematikai tény fizikailag azt jelenti, hogy a hangterjedés soran
a hangtéri jellemzdk térben és idében egyszerre (szimultan) valtoznak.

- Kulénbdzd kdzegekben a hangsebesség nagysagrendje altalaban 102...104 kozotti értékek, igy a
hullamegyenlet atrendezésével belathatd, hogy hangterekben a hely szerinti véltozékonysag sokkal kisebb, mint
az id6 szerinti.

- A fizika mas terlletein, mas jelenségekkel (hurok, membranok mozgasa, szabadfelszini kdzegmozgas,
fénytan, elektromagnesesség, ...) kapcsolatban, természetesen mas fizikai valtozéra, de ugyanilyen alaku
differencialegyenlet vezetheté le. Ezek a jelenségek mindegyike rendelkezik hullam természettel. Ezért az
eléz6ekben levezetett, illetve a vele megegyez6 alaku egyenleteket hulldmegyenletnek nevezziik.

- Térben altalanos jellegl hangterek leirdshoz a haromdimenziés alapegyenletekbdl kiindulva haromdimenziés
hullamegyenlet vezethet? le,

- A homogén akusztikai hullamegyenlet az egyszer(sitd feltételek kdvetkeztében a hangtér leirasara alkalmas.
Figyelembe véve a hang hulldm természetét, ez dnmagaban is nagy feladat. A levezetés soran néhany
egyszerisité feltétel (pl.: surlddasmentes, hészigetelé kdzeg) elhagyasaval olyan egyenlet vezethetd le, amely
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bal oldala a homogén hullamegyenlet bal oldalaval megegyezik, de a jobb oldala nem nulla. Ezt az egyenletet
inhomogén hullamegyenletnek nevezzilk, segitségével a hangkeltés és a hangcsillapodas is leirhatova valik.

5.1. A homogeén, linearis, akusztikai hullamegyenlet megoldasai

Mérndki szempontbol egy egyenlet annyit ér, amennyire megoldhatd. Ezért kiemelt figyelmet szentellink a
hullamegyenlet kilonboz6 megoldasaira. A hullamegyenlet megoldasét hullamfuggvénynek nevezzik. A
homogén hullamegyenlet altalanos megoldasa mellett fontos részmegoldasai léteznek, illetve kilénbséget
tesziink szabad- és hatarolt terekre vonatkozé megoldasok kozott.

Hullamegyenlet altalanos megoldasa

Végtelen kiterjedési, homogén, folytonos kozegben a hullamegyenlet altalanos megoldasa a hullamflggvény,
amely szabad térben az egy dimenziés sikhullam hangterjedést irja le,

p’(x,t)=f(t—§)+g(t+g)

Megjegyzések:

- A megoldas két tetszéleges fliggvény dsszege, amelyek argumentumaban, szokatlan modon, a fliggetlen
valtozok felsorolasa helyett, azok egyszer( fliggvény kapcsolata talalhato.

- A megoldas formélis helyessége konnyen ellendrizhetd. Vegyuk elsd Iépésben az f* 6sszetevét. A kilsd
flggvény a hely és az id6 fliggvénye, igy a hullamegyenletbe helyettesitve az idd és a hely szerint kétszer
derivalas ugyanolyan alaku eredményt ad. A hely szerinti derivalt esetében a kilsé flggvény kétszeres
derivaltjat a belsé fliggvény derivaltjaval kétszer meg kell szorozni. Emiatt az idé- és hely szerinti kétszer derivalt
tagok alakja egyez0, elGjelik ellentett, igy az 0sszeg nulla, a megoldas helyes. Hasonlo eredményt kapunk a
,9” flggvény dsszetevd esetében is.

- Az f és g kétszer folytonosan differencialhato, alapvetéen tetszéleges fliggvények, vagyis a mechanikai
zavaras alakjéra a hullamegyenlet nem tesz megkotést. Ennek az elsére meghokkentd ténynek a fizikai tartalma
az, hogy tetszlleges gerjesztés képes hulldmot létesiteni. Ezt a hangok sokféleségére vonatkozd gyakorlati
megfigyelés is alatdmasztja.

- A hullamfiggvény argumentuma is fontos tartalmat rejt. A megoldas formalis helyességének Iétrehozésaban
betdltott szerepét korabban mar belattuk, most nézziik meg, mi az argumentum fizikai tartalma. Els |épésben
vizsgaljuk a ,f’ fliggvény Osszetevét.

p' a

X X2 x

Pozitiv x irdnyban mozgé hullam hangnyomas megoszlasa a hely fiiggvényben t1 és t; pillanatban

Valasszuk ki a hulldmfront t1 id6épontban x1 helyen tartézkodd csillaggal jelzett pontjat. Ebben a pontban a
hangnyomas értéke p*. A hullamfront csillaggal jelzett pontja valamivel késébb, to idépontban, a hang
hullamtermészetének kdszonhetdn balrél jobbra, az x2 pontba mozdul el. Sikhulldm hangterjedés esetén a
hangsugarak nem tartanak szét (nem divergalnak) és nem tartanak dssze (nem fokuszalédnak). Tovabba a
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kiinduld egyszer(sito feltételeknek koszonhetden a hangterjedés soran nem Iép fel veszteség (nincs csillapitas),
és nem keletkezik hang (nincs hangforras), igy a hullamfront csillaggal jelzett pontjaban az Uj t. idépontban és
X2 helyen a hangnyomas értéke ugyanakkora, mint a kiindulasnél volt. Visszatérve a megoldas fuggvényhez,

p""(x1,t1) = p' (x,,t,)  esetiinkben az ,f” Gsszetevét vizsgalva, f (tl — %) =f (t2 - ﬂ)

a

Tetszbleges ,f* figgvény esetén az egyenléség akkor all fenn, ha ,f’-be ugyanazt a szamot helyettesitjik be,

X X y ’ " ”
t,—==t,—=2 atrendezést kovetéen, a=
1 a 2 a tz—tl

X2—Xq

A bemutatott levezetéssel megerésitést kaptunk arra a korabbi ismeretiinkre, amely szerint az argumentumban
szerepld ,a” valtozo a hullamfront egy kiszemelt pontja altal megtett tavolsag, x2-x1 és az ekozben eltelt id6 t-
t1a id6 hanyadosa, a hangsebesség. Az argumentum, sajatos matematikai nyelvén, a hullam halado jellegét
fejezi ki. Hasonlé gondolatmenettel megallapithatd, a megoldas fliggvény masik, ,g” 6sszetevéje a minusz x
iranyban haladé hullamokat irja le.

- Osszefoglalva, a hullamegyenlet ltalanos megoldasa az x tengely mentén (pozitiv és negativ iranyban),
szabadon terjedd sikhulldmokat irja le. Két fontos fizikai jelentése, hogy tetszéleges mechanikai zavarés terjedni
fog és a terjedési sebesség nagysaga ,a”.

- Térben tetszdleges n iranyban terjedé sik hullamot a kovetkezd hullamfliggvénnyel irhatd le,
, _ rn rn
p'(x,t) —f(t—7)+g(t+7)

Harmonikus hullamok:

Harmonikus gerjesztés hatdsara harmonikus hullam keletkezik. A harmonikus hullam (més néven
monokromatikus hulldm vagy tiszta hang) szinusz illetve koszinusz fliggvénnyel irhat6 le. A hulldmegyenlet
megoldasai kozil a harmonikus hullamok kiemelt jelentdésége egyrészt avval magyarazhatd, hogy a harmonikus
hullamot leiré szinusz és koszinusz fuggvények a harmonikus (spektralis) elemzés alapelemei, masrészt a
véges méretil, rugalmas anyagok (pl.: Iégoszlop csében, két pont kozott kifeszitett hur, harang) szabad rezgései
harmonikus rezgések, vagy azok osszetétele, igy az altaluk Iétrehozott hang harmonikus hullam, vagy azok
oOsszetétele lesz.

A harmonikus mozgasok leirasara alkalmas szinusz és koszinusz fliggvény argumentuma sz6g mértékegységd,
igy az altaldnos megoldasban talalhatd idé6 mértékegységi argumentumrél sz6g mértékegységre kell attérmni,
amellyel bevezetjik a hulldm allapotara jellemz{ fazisszog fogalmat,

w(t—g)=(wt—%x)=(wt—kx)

Az altaldnos megoldas fliggvény f és g tetszélegesen bdvithetd, igy az argumentum megszorzésa a
szdgsebesség (w) értékével megengedett. A harmonikus rezgd mozgasokhoz hasonléan a harmonikus
hullamoknal is adott idépontban és helyen a hangtéri valtozé értéke egy o szdgsebességgel forgd amplitudé
vektor x valos tengelyre leképzett vetlleti értékével egyenld. A rezgések esetében a forgd amplitidd vektor
szdghelyzete (fazisszoge) csak az idétdl fiigg, a hulldmok esetében azonban a forgdvektor fazisszogét az idé
és hely koordinta egyitt hatarozza meg. Az el6z6 Osszefliggés utolsé kifejezése alapjan jol lathatd, hogy
tetszéleges id6pontban a kezdéponthoz képest x tavolsagban lévé pontban kx értékkel kell csokkenteni
(retardalni) a fazisszOget a hangtéri valtozé meghatarozasahoz. Ezek figyelembe vételével, a pozitiv x tengely
iranyaban halado, p amplitiddjd, w szégfrekvenciajd harmonikus hanghulldm hullamfliggvénye a hangnyomas
valtozora,

p'(x,t) =p - cos(wt — kx + @,)
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Ahol:

Jel Mértékegység  Név Jelentés

p'(x.) [Pa] hangnyomas hangtérben az egyensulyi értékhez képest kialakuld nyomaskilénbség

il [Pa] hangnyomas amplitudé  az egyensulyi értékhez képest a legnagyobb eltérés nagysaga

wit-kx+t@o  [rad] fazisszog forgd amplitidévektor pozicioja

w=2n/T [rad/sec] szdgsebesség a hullam altal id6egység alatt megtett fazisszog

T [sec] periddus idd x=all. helyen a hullam két szomszédos, azonos fazis allapota kozott eltelt
idd (pl. két szomszédos pozitiv maximum kdzotti id8)

=1T [Hz] frekvencia id6egység alatti periodusok szama

k=2m/\ [rad/m] hullamszam a hulldm altal hosszusag egységen befutott fazisszog

A [m] hulldmhossz t=4ll. idépontban a hullam két szomszédos, azonos fazis allapota kozott
mérhetd tavolsag (pl. két szomszédos pozitiv maximum kdzotti tavolsag)

Qo [rad] kezdéfazis t=0sec id6ben és x=0m helyen a hullam tetszéleges fazisat beallitd szog

Harmonikus hullamoknal az azonos zavarasi allapotot elszenved6 folyadékrészeket tartalmazé feliletet a
forgdvektor azonos fazisszége miatt fazisfelliletnek hivjuk. Legyen a kezdéfazis 0, és emeljik ki a harmonikus
hullamfuggvény argumentumabdl a szogsebességet,

(1Y w(1-x _w_2m/T _ 4
wt_kx_w(l w/k)_w(l af>’ af_k_ZTt//l_T

Ahol a7’ a harmonikus hullam fazissebessége, adott fazishoz tartoz6 zavarasi allapot terjedési sebessége.

Harmonikus hullamok komplex exponencialis irasmodja: A harmonikus hullamokkal kapcsolatos
levezetések soran az exponencidlis leirds szamos esetben elénydsebb, mint a trigonometrikus (pl. derivalas,
integralas esetén). A komplex hangnyomas felirdasahoz a hullamfliggvényt kiegészitjlik egy képzetes taggal, a
trigonometrikus alakot exponencialisra atirva, a helytdl és id6tél fliggd és nem fliggd tagokat szétvalasztva a
komplex hangnyomas (p’(x,t),

p'(x,t) =P - cos(wt —kx + @y) +i-p-sin(wt — kx + @) = p - e @=kx+00) =

=p-elPo. pilwt=kx) — 5. pilwt—kx)

ahol a komplex hangnyomas amplitido,
p=7p-e®o

A komplex hangnyomas amplitid6 a legnagyobb kitérés mellett a kezdéfazist is tartalmazza. Valds fizikai
jelentése azonban csak a komplex hangnyomas valés részének van. igy a levezetések végén, a formalis
matematikai elényok kihasznélasat kovetben, a tényleges hangtéri jellemz6 meghatarozasa érdekében a
komplex mennyiség valds részét kell venni,

p'(x,t) = Re(p'(x, 1))

5.2. Gyakorl6 feladatok

Gy.1. Az aramlastan alapegyenleteibdl kiindulva vezesse le a hangnyoméasra vonatkozé homogén akusztikai
hullamegyenlet 1D sikhullamokat leiré alakjat! A levezetés minden |épését irja le, az egyszerisité feltételeket,
illetve az elhanyagolasokat indokolja! Adja meg az egyenlet alkalmazésait és irja fel a kapott egyenlet altalanos
megoldasat szabad térben!

Gy.2. Hosszu csében egy membran =225 Hz frekvenciaju, dugattyuszer( harmonikus rezgé mozgéast végez. A
membran legnagyobb sebessége (vmax) 0,006m/s. A kezdeti pillanatban a membran kézép-helyzetben van és
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maximalis sebességgel a cso jobb oldali része felé mozog. Hatarozza meg a levegdvel kitdltott csé belsejében
a membrantdl jobbra, 226m tavolsagban, a kezdd npillanathoz képest 145sec-al késébb kialakuld
részecskesebesség értékét! A levegd hdmérséklet (t) 250°C, adiabatikus kitevo (k) 1,4.

a = \JkRT, = \/1,4- 287 - (273 + 250) ~ 458,4 m/s

w=2nf =2 1225 = 1413,7 rad/sec

k=w/a =~ 1413,7/458,4 =~ 3,1 rad/m

@o= 0 rad

v'(x,t) = V- cos(wt — kx + ¢y) = 0,006 cos(1413,7 - 145 — 3,1- 226 + 0) = 0,0046 m/s
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