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6.1. A homogén hullamegyenlet megoldasa hatarolt térben (el6adas vazlat)

A hulldmegyenlet altalanos megoldasa és harmonikus részmegoldasa szabadtéri hangterjedést ir le, amely
esetén az egyenes vonalu hangterjedést semmi sem akadalyozza, visszaver6dések nem alakulnak ki. Ez a
feltétel szamos akusztikai feladat (pl.. egy épllet tetd szintjén, szabad térben mikodd ventilator altal a
szomszédos éplilet homlokzata el6tt okozott zajterhelés meghatarozasa) megoldasanal jol alkalmazhat6. A
hangtani feladatok masik része terjedést akadalyozo falakkal hatarolt, zart térre vonatkozik. A hangtér
lehatérolédsa a hangforras altal létrehozott hangtér jellemz6it jelentsen megvaltoztatjgk a szabadtéri esethez
képest (a kozvetlen besugarzas mellett a visszaverddéseket is figyelembe kell venni). Hatérolt térben a
hullamakusztikai modell tovabbi mas fontos jelenségekre hivja fel a figyelminket, ezért a jelenséget érdemes
részletesen megvizsgalni. A korabbiakhoz hasonldan a hullamegyenlet hatérolt térre vonatkoz6 megoldasat elsé
lépésben vizsgaljuk egydimenzios esetre. Ehhez az x tengely mentén x= 0 m és x= L m tavolsagokban a
tengelyre merélegesen helyezzink el két nagy tdmegi, merev (er6 hatdsara nem deformalhatd), a hang
szamara atjarhatatlan 1égtémaér (nem porézus, nincsenek rajta lyukak) falat.

Hangteret hatarol merev,
nagy témeg( falak

v(0, )= 0 m/s V(L, )= 0 m/s

Hangtér lehatarolasa hangterjedést akadalyozé merev, nagy témegd, 1égtomar falakkal

Az aramlastan tapadas torvénye (szilard test feliilet és a vele szomszédos folyadékréteg kozott a relativ
sebesség nulla) alapjéan, ha a hatarol6 falak tartés nyugalomban vannak, a vellik szomszédos folyadékréteg
sebessége is nulla, peremfeltételek a részecske sebességre x= 0 m és x= L m helyeken,

VO0,)=0m/s  és V(L 1)=0m/s

A falak jelenléte a hang aramlasi természetét, és az ehhez kapcsolédd matematikai modellt nem befolyasolja.
A kontinuitas-tétel, mozgas-torvény, energia-mérleg és az idedlis gaztorvény hatarolt térben is teljesuinek, igy
a matematikai modell megalkotasanal a hullam-egyenletbdl indulunk ki. A peremfeltételeket a
részecskesebességre tudjuk konnyen megadni, ezért a hatérolt téri megoldas meghatarozasahoz a
részecskesebességre vonatkozo hullamegyenlet,

1 0%V 0%
a? dt?2  0x?
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Hatodik el6adas

A hullamegyenlet altalanos megoldasa,
v'(x,t) = f(at — x) + g(at + x)

Vizsgaljuk meg, hogy a peremfeltételek az altalanos megoldast hogyan valtoztatjgk meg. Az altalanos
megoldasba x= 0 m-nél behelyettesitve,

v'(0,t) =0 = f(at — 0) + g(at + 0), atrendezve, f(at) = —g(at)
A " flggvény Gsszetevo helyére irjuk be ,- 9" -t és helyettesitsiink be az x= L m-nél,
v'(L,t)=0=f(at—L)+g(at+L)=—glat—L) + g(at + L)

A 9" flggvényt (-L) értékkel eltolva és atrendezést kdvetéen megallapithatd, hogy a ,g” fliggvény 2L szerint
periodikus,

g(at) = g(at + 2L)

Osszegezve, a peremfeltételek az altalanos megoldast korlatozzak, tetszoleges jellegiik helyett, az ,f és ,g”
Osszetevok egymassal megegyeznek, de ellentett el6jelliek, és 2L szerint periodikusak. A periodikus ,g"
fuggvény Fourier sora,

(at + )—“%i[ 2N at + %) + Bysin o (at + x)
glattx) = 1 ancos —-—(at t x Bnsin Sy (attx
n=

A Fourier sor egyes n értékekhez tartozo osszetevok fizikai értelemben harmonikus hullam osszetevok, igy a
hossz mentén adddd 2L szerinti periodus valdjaban a hullamhossz. Igy a 2m/2L hanyados a hullamszam, a
koszinusz és szinusz fliggvények argumentumaban a zaréjeles tag egyutthatdja,

Z;T_Ln = 2% =k-n=k,, aholn=1,2,3, ... (természetes szamok)

A hullamegyenlet hatarolt térben érvényes megoldasanak meghatarozasa érdekében helyettesitsuk be a
Fourier sor megfeleld el6jell tagjait, és alkalmazzuk az Uj jelolést,

v'(x,t) =f(at—x)+glat+x) = —g(at —x) + glat + x) =

D Z [, cosk(at — x) + Bysink,(at — x)] +

S
I
oy

a
+22 4 [agcosky(at +x) + fysinkn (at + )]

n=1

Az ellentett eléjele miatt az ao/2 egyensulyi tag kiesik, amely fizikai jelentése az, hogy a hatérolé falak jelenléte
miatt a hangtéri jellemzbk egyensulyi értéke (pl.: egyensulyi nyomas) nem valtozik meg. A sor Gsszegek
0sszevonasaval, és az egyutthatok kiemelését kovetben,

= z [an(coskn(at + x) — cosk, (at — x)) + ,Bn(sinkn(at + x) — sink, (at — x))] =

n=1
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A szdg Osszeg és kilonbség szinuszanak és koszinuszénak felbontarara vonatkozd azonossagok
felhasznalasaval,

= z [—2a,sink,at sink,x + 2, cosk,at sink,x]

n=1

A kna szorzat az n-ik harmonikus 0sszetevd szogfrekvencidja, wn, tovabba a helytdl figgd szinuszos tag
kiemelésével, a homogén akusztikai hullamegyenlet egy dimenzios hatarolt téri megoldasa,

oo

v'(x,t) = Z[sinknx(—Zansinwnt + 2, coswyt)]

n=1
21 . 21
Ahol:  k, =—n,lletve w, = —na)
2L 2L

Megjegyzések:

- A hullamegyenlet altalanos és hatarolt téri megoldéasa kozott a legfontosabb kildnbség, hogy a hullamot leird
flggvény argumentumaban a hely- és idévaltozd az altalanos megoldasban egyiitt, a hatarolt téri megoldasban
kilon-kilon szétvalasztva (szeparalva) szerepelnek. A (t+x/a) argumentum a hulldm haladé jellegére utal. A
hatarolt téri megoldasban az x és t valtozok szeparalddasa a hullam halado jellegének megsziinését jelzi. A két
fal jelenléte a hang szabad terjedését ténylegesen, fizikailag korlatozza, és ezt a tényt a matematika a sajatos
nyelvén (a valtozok szeparalodasaval) fejezi ki.

- Vegyuk a hatérolt téri megoldas sor dsszeg n-ik elemét, legyen —2a,, = ¥, illetve Bn legyen 0,

v, (x, t) = U sinw,t sink,x

A részecskesebesség a két fal koz6tt minden pontban, ahol knx= 0, T, 2m, 3, ... (természetesen az x= 0m és
x= Lm helyen is) az id6t6l fuggetlentl Om/s, ezek a hulldm csomdpontjai. /2 radiénnal eltolva, ahol knx= T1/2,
3n/2, 51/2, ...a hullam amplitidoja maximalis értéket vesz fel, ezek a hullam duzzad6 helyei. Tovabbi lényeges
kulonbség, hogy két csomopont kozotti szakaszon minden folyadékrész azonos fazishan mozog, vagyis
egyszerre mozognak jobbra és balra, csak az amplitudojuk tér el egymastol. A haladd hullam a két fal
jelenlétében folytonos, rugalmas kdzeg lengéssé alakult, amelyet csomopontok és duzzadéhelyek periodikus
rendszere jellemez.

= tp+TI2
Csomopontok Duzadohelyek b Ot

A részecskesebesség megoszlas két fal kdzott kialakuld hullamtérben kilonb6z6 pillanatokban

- Az an és PBn (Fourier) egyitthatok a v', részecskesebesség kezdd pillanatban (t= 0 sec) érvényes eloszlasabdl,
a kezdetiérték feltételbdl hatarozhatok meg.
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- Matematikai szaknyelven a w1, we, ws, ..., illetve a k1, k, ks, ..., konstansok, a feladat sajatértékei. Az w1 a
rendszer alapharmonikusa (vagy alap szégfrekvencigja), a tobbi w2, ws, ..., étékek a felnarmonikusok. Az w és
k értékek egy konkrét akusztikai elrendezeés (falak kozotti tavolsag, hangsebesség, ...) esetére vonatkoznak. A
sajatértékeket visszahelyettesitve a hatérolt téri megoldas fuggvényekbe a sajat fliggvényeket kapjuk,

v, (x,t) = sink x(—2a;sinw,t + 2B, cosw,t)
v, (x, t) = sink,x(—2a,sinw,t + 2B,co0sw,t)

vi3(x,t) = -

amelyek a hullamegyenletet és a csatlakozd peremfeltételeket egyarant kielégitik.

- Nagyon fontos belatni, hogy a sajatfliggvények csak a rendszerben 1évé lehetdségek. Az, hogy a hangtérben
mi szolal meg, alapvetben a gerjesztéstdl fugg. Ha valaki vastag falakkal hatarolt térben elkezd beszélni, a
hangtérben alapvetéen a megszolalé személy hangja lesz hallhato. A sajatfiiggvényeket a hangtérben gy lehet
elécsalogatni, hogy egy impulzusos (révid ideig tartd) hangkeltéssel (pl.: taps) kezdd zavarasi allapotot (kezdeti
feltételt) hozunk létre, amely hatasara a hangtérben a részecskék mozgasba kezdenek. A kezd6 10kés utan
magara hagyott rendszer ezt kovetéen sajatrezgéseket végez, mint a megfeszitett, majd elengedett tomeg-rugd
egyszabadsagfoku rezglrendszer, vagy a megpenditett gitarhar. (Amig az egyszabadsagfoku rezgérendszer
egy sajatfrekvencian végez rezgést, a két fal kozé zart légoszlop és a két pont kdzott kifeszitett har, mint a
folytonos kozeg egy véges darabja, tetszbleges szamu, diszkrét frekvencian képes rezegni.) A sajat fliggvény
szoros Osszefuggésben az el6z6 magyarazattal innen is szarmaztathatd, hiszen a kezdeti, impulzusos
gerjesztés utan magara hagyott rendszer sajat mozgasat (-rezgését) irja le. Alkalmas kezdeti hangkeltés
hatdsara létrejott egyszer(i hullamtér elsé harom &sszetevd (alap frekvencia és a szomszédos két
felharmonikus), illetve az eredd mozgasa részecskesebesség megoszlasat mutatja a hely fliggvényében egy
adott pillanatban a kovetkezd abra.

Az ered6 mozgas

x=0m x=Lm

Egyszerii hangtérben az alap és az els6 két felharmonikus, illetve az eredd hullam részecskesebesség
megoszlasa a hely fliggvényében rogzitett pillanatban

- Hatarolt térben a hullamegyenlet megoldasat a peremfeltételek miatt a részecskesebesség valtozéra
hataroztuk meg. Méréstechnikai szempontbol a hangnyomas ismeret is fontos lehet. A hangnyomés fliggvény
meghatarozésa érdekében legyen a sebességteret leird fliggvény a hatarolt téri megoldas n=1 (alap frekvencia)
esetre, az 1-es indexeket az egyszer(sités érdekében elhagyjuk,

v'(x,t) = U sinwt sinkx

A hangnyomas és a részecskesebesség kozott a linearis akusztikai mozgasegyenlet teremt kapcsolatot. A
mozgasegyenletbdl a hangnyomast kifejezve, v'-t behelyettesitve a hangnyomas fliggvény,

v’ 0 w
p'(x,t) = —po j de = —po f a(ﬁ sinwt sinkx)dx = p, Eﬁ coswt coskx =
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= poad sin (a)t + %) sin (kx + %) = p sin (a)t + %) sin (kx + g)
A hangnyomas fliggvényben a hangnyomas amplitudé az algebrai kapcsolatrendszerben mar levezetett
mozgasegyenlettel megegyez0 (a magasabb szint, hely- és id6fuggd matematikai modell az algebrai leirast
magaban foglalja). A hely- és az id6fliggés flggvény alakja, illetve x és t egyltthatdi (w és k) a
részecskesebességre és a hangnyomasra ugyanazok (a hangtéri valtozdk szimultan valtoznak). A
részecskesebesség €s a hangnyomas kozott a hely- és idéfliggésben egyarant 1/2 radian fazisszog (negyed
periodus) kildnbség adddik. (Szabadon terjedd sikhullamoknal a részecskesebesség és a hangnyomas kozott
nincs faziskulonbség.)

- A ket fal kozé zart véges hosszu 1égoszlop rezgését, a falak kozé helyezett, két végén a falakhoz mereven
hozzaerdsitett spiralrugd tengelyiranyl rezgésével szemléltethetjlk. A spiralrugot kozépsd részénél tengely
iranyban balra elhuzva, majd hirtelen elengedve az alapharmonikus mozgas négy jellegzetes szakaszra
bonthatd. Az elsé szakaszban a rugd kozepe maximélis sebességgel jobbra halad, ekkor a rugd
feszilltségmentes. Negyed periédussal késébb a jobb oldalra tdmorddott rugd mozgasa egy pillanatra megall,
jobb szélen maximalis nyomo, bal szélen maximalis hizéerd keletkezik. Ujabb negyeddel késébb a rugd ismét
feszilltségmentes és a kozepe maximalis sebességgel balra tart. Az utols6 negyedben a bal oldalra tém6rodott
rugd mozgasa egy pillanatra ismét megall, mikdzben jobb szélen maximalis huzo, bal szélen pedig nyoméerd
lép fel. Hasonlé mozgast végez a két oldalan falakkal hatarolt 1égoszlop is (a hangtérben az eré a
hangnyomasnak, a sebesség a részecske sebesség valtozénak felel meg).

- Felmeril a kérdés, mi a jelentésége a mérnoki gyakorlatban a hulldmegyenlet hatarolt téri megoldasanak, a
sajat flggvényeknek és sajatrezgéseknek. Folyadékot szamos alkalommal csévezetékben szallitunk. A
csévezetékben tartdzkodd folyadék Ugy tekinthetd, mint a rugalmas, folytonos kdzeg véges hosszu darabja,
amely adott frekvenciakon sajatrezgések végzésére képes. Ha a csében a mozgast térfogatkiszoritas elvi
aramlastechnikai gép hozza létre, a periodikus miikddés miatt a szallitott kozeget adott frekvencian gerjesztés
éri. Ha a gerjesztési frekvencia megegyezik a sajatfrekvenciak valamelyikével, rezonancia alakul ki. A
rezonancia soran kialakulé nagy amplituddju mozgas jelentds mechanikai terhelést okoz a rendszerben, amely
rendellenes mikodest, végsé esetben meghibasodast okozhat. A csévezetékek dinamikus viselkedésének
ismerete alapveté gépész szaktudas, a hulldmegyenlet hatérolt téri megoldasa ehhez nyujt bevezet6
ismereteket. A rezonancia az akusztikaban fontos jelenség, ezért a késébbiekben még részletesen foglalkozunk
vele.

- A véges méretd, folytonos rugalmas kdzegben az alaktol és a gerjesztés jellegétél figgden 2 és 3 dimenzids
lengések is kialakulhatnak. A teremakusztika egy alapvetd problémaja a helyiségekben kialakuld teremhangok
(léghang sajatfrekvenciak) miatti kiemelések és gyengitések hatdsanak csokkentése. De tobbdimenzios
kontinuum rezgések nem csak folyadékokban, hanem szilard rugalmas anyagban, példaul egy harang fém
képenyében, vagy egy fogaskerékben is kialakulhatnak.

6.2. Hangterek modellezése, akusztikai hasonlosag (eléadas vazlat)

Modellt akkor készitlink, ha a feladat vizsgalata eredeti méretben fizikailag nem lehetséges, veszélyes, draga,
vagy tul sokaig tart. Modell lehet matematikai vagy fizikai. Fizikai modellezés soran az eredeti jelenség
tulajdonsagait kisérleti modszerekkel, méréssel hatarozzuk meg. Kisérleti modellezésre akkor kerUl sor, ha
nincs a fizikai feladatra vonatkozé matematikai modell, vagy létezik matematikai leiras, de a megoldas
pontossaga nem egyértelm{i és azt ellendrizni kell (,validalas”). A fizikai modell az eredeti jelenség
egyszer(sitett valtozata, amely a vizsgalt tulajdonsagok szempontjabdl hasonlit az eredetire, de egyéb
tekintetben eltérhet attdl. A kisérleti modellek homoldg vagy analdg jellegliek lehetnek. Homoldg modellezésnél
a kisérleti vizsgalatnal alkalmazott fizikai jelenség megegyezik az eredeti jelenséggel (pl.: autd karosszéria kordl
kialakul6 aramlas vizsgalata szélcsatornaban kisebb méretaranyl modellen), ez a ,kis-minta” kisérlet. Vannak
esetek, amikor az eredeti fizikai jelenség nehezen mérhetd, ilyen példaul viz szivargas pordzus talajban. Ebben
az esetben a jelenséget egy olyan, az eredetitél eltérd fizikai jelenséggel vizsgaljuk, amelynél a fizikai valtozokat
leird flggvények alakja megegyezik az eredeti jelenségével, és a mérés konnyen megvalésithatd. Az ilyen

Dr. Koscso Gabor: Miiszaki akusztika és zajcsOkkentés (6nall6 felkésziilést segité tananyag) 9]



Hatodik el6adas

vizsgélatot analég modellezésnek nevezziik. Analdg modellezés példaul a viz szivargas vizsgalata homokban
elektromos potencial kdd modellel. Akusztikdban modellezést altalaban hangterek vizsgalatanal, ,kis-minta”
kisérlettel végzlnk.

A modell vizsgalatok soran alapvetd fontossagu, hogy az eredeti jelenség és a modell jelenség a kiszemelt
valtozd szempontjabdl hasonloan viselkedjen. Példaul ha egy hangversenyterem eredeti kivitelében a
hangnyomas eloszlas a tér egy bizonyos részén nem kivant novekedést mutat, akkor az a kicsinyitett modellben
is kimutathatd legyen. A hasonlosagot egymastol fliggetlentl matematikai és fizikai alapu feltétellel
hatarozhatjuk meg. A matematikai alapu feltétel esetén két jelenség akkor hasonlo, ha jelenségekre vonatkozo,
dimenziétlan valtozokkal felirt differencialegyenletek és a kapcsolodd dimenziétian perem és kezdetiérték
feltételek egymassal egyenldk. Kis-minta” kisérletek esetén a hasonldésaghoz elegendd a dimenziétian
differencialegyenlet egylitthatdk, illetve a dimenziétlan perem és kezdetiérték feltételek egyezése. A fizikai alapu
feltétel esetén a jelenséget meghatarozo fizikai valtozok hanyadosa az eredeti és a modell jelenségek esetében
egyarant alland6. Meghataroz6 valtozok hanyadosa példaul surlédasos folyadék mozgas esetén a
tehetetlenségi erd és surlodo erd hanyadosa (Reynold-szam), vagy 6sszenyomhatd kdzegaramlas esetén a
rendezett és rendezetlen mozgasi energiak hanyadosa (Mach-szam).

Hangterek modellezésénél a hasonldsagi feltétel matematikai alapi meghatarozasanal a homogén akusztika
hullamegyenletbél indulunk ki,

lazpl azpl

_ =0
a? 0t?  9dx?

Az egyenletben szerepld valtozdk dimenzidtlanitasa érdekében az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg a
hangtérre jellemzd geometriai méret (Lo) négyzetével, és osszuk el hangtérre jellemzd vonatkoztatasi
hangnyomassal (p’o). Majd az egyenlet bal oldalan az elsé tag szamlaldjat és nevezéjét bovitsiik a hangtér
jellemzé id6 (To) négyzetével. A dimenzidtlan hulldmegyenlet,

() * )
L§ Po/ Po —0

“o(m) o(R)
oWrz) 2z

A homoldg modellezés miatt az eredeti és a modell hangterek dimenziotlan leird egyenletei alakra
megegyeznek. Igy a hangterek hasonlésaganak feltétele a bal oldalon az elsd tagban az egyiitthatok
egyenlésége. Ha a hanyados allando, sziksegszerlen a negyzetgyoke is allandd, tovabba szlkitsuk
vizsgalatainkat a harmonikus hullamokra, ahol a hangtérre jellemz6 id0 a periddusidd (To). A periddusidd és a
hangsebesség szorzata a hullamhossz (A), amely alapjan két hangtér hasonlésaganak a feltétele, a Helmholtz-
szam (He), a hangtérre jellemzd geometriai méret és hulldmhossz hanyadosa,

He = L—O = @

aTy, Ay
Megjegyzés:
- Akusztikaban altaldban a koltségek megtakaritdsa érdekében a modellek altaldban kisebbek, mint az eredeti
méret. A hasonlésagi feltétel a jellemz6 méret és a hullamhossz kdzott egyenes aranyos kapcsolat, illetve a
jellemz6 méret és a frekvencia kozott forditott aranyos kapcsolat, tehat minél kisebb a méret, annal nagyobb a
frekvencia. A gépészeti zajvédelemben, fokozott mértékben a teremakusztikaban az eredeti méretnél vizsgalt
frekvenciatartomany felsd értéke elérheti a tobb kHz, akar 10kHz értéket is. Redlisan 1:10, de gyakran még
ennél is kisebb modellek esetén a mikrofonok frekvencia savszélességének elvart fels6 értéke joval a hallhatd
tartomany folé, tobb tiz kHz-es tartomanyba kertl. Ez a mikrofonok érzékenységének csokkenését, és a mliszer
beszerzési koltségek novekedését okozza.

- Tovabbi probléma a modell vizsgélatanal alkalmazott nagy méréhang frekvencia miatt megndvekednek a
hangterjedés soran fellépd disszipativ veszteségek. A hangok disszipacié miatti csillapodasa levegdben
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1...2kHz frekvenciaig parszor 10m tavolsagban gyakorlatilag elhanyagolhato (a beesd hangteljesitmény néhany
szézaléka), 10kHz feletti tartoméanyban a disszipaci6 miatti csillapodas igen jelentdssé valik és nem
hanyagolhato el. A hangterjedés soran fellépd disszipativ veszteségek a modell vizsgalat pontatlansagat
okozhatjak.

6.3. Alléhullam (eléadas vazlat)
Két azonos frekvenciaju, amplitiddju, azonos terjedési sebességgel, de ellentett iranyban haladé harmonikus

hullam &sszetételébdl allohullam keletkezik. Az alldhullam hulldamfliggvényét a linearis szuperpozicid elv
felhasznalasaval vezetjuk le. A két hangtér ered6 hangnyomasat az dsszetevd hullam hangnyoméasok egyszert
algebrai 0sszegével hatarozhatjuk meg. A levezetés végeredményét a szog 0sszeg és kulonbség
koszinuszanak felbontasara vonatkozo trigonometrikus azonossagok felhasznaladsaval kaphatjuk meg,
P1=P2, wi=wy, la]l=laz], a1—u és ax—
P'an(x,t) =p'1(x,t) + p'2(x,t) = Py cos(w it — kyx) + P, cos(wyt + kyx) =
= p (cos(wt — kx) + cos(wt + kx)) = 2p cos(wt) cos(kx)

Az alléhullam hullamfliggvény grafikonjat fél periddusidd tartomanyon belll, kiilénbdzé idépontokban a
kdvetkezé abra mutatja.

Csomépont

ts=to+T/2

Duzzadd hely

Alléhullam hangnyomas valtozasa a hossz mentén kiilénbdzé idépontokban

Megjegyzések:

- A hullamegyenlet hatarolt téri megoldasahoz hasonldéan az alldhullam esetében is a megoldas fliggvény
argumentumaban a hely- és id6 valtozok szeparalddnak, azaz a hullam haladd jellege megsziinik.

- Az alldhullamban az egymassal szemben haladd 0sszetevok kolcsonhatasaként bizonyos helyeken idében
allandésult kioltas, illetve ezek kdzott erdsités Iépfel. A kioltasi helyeken csomopontok, az erdsitési helyeken
duzzadé helyek alakulnak ki.

- Lényeges kulonbség a hullamegyenlet hatérolt téri megoldasa és az alléhullam kozott, hogy a hatarolt téri
megoldasnal az amplitidé a kezdeti feltételtdl fligg és gyakorlatilag tetszbleges értékl lehet, addig az
alléhullamnal legfeljebb a két 6sszetevé amplitido 6sszege lehet.

- Az alléhullam egy egydimenzios hang interferencia jelenség.

- Az &lléhulldm kialakuldsa grafikusan is megérthetd. Két azonos szinusz fliggvény grafikonjat fektessik
pontosan egymasra, majd huzzuk el egymas felett a két gorbét azonos nagysagu, de ellentett iranyitottsagu
sebességgel. All6 rendszerbdl nézve, ahol eredeti allapotban nulla értékek voltak, az elmozdulst kdvetden
ugyanakkora, de ellentett el6jelli értékek keletkeznek, az dsszeglk folyamatosan nulla. Negyed periédussal, 90
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fokkal eltolva a maximum és minimum Kkozotti periodikus ingadast eredményez az elbjeles szakaszok
dsszegzése.

- A gyakorlatban allohullam falra mer6legesen beesé tisztahang visszaverédésekor alakulhat ki. Egy vakolt
tégla, vagy betonfal a frekvenciatol fiiggéen a beesd hangenergia akar 95%-t is visszaveri. igy az amplitddok
kdzelitbleg megegyeznek, a visszaverddés a frekvenciat és a hangsebesség abszolut értékét nem befolyasolja,
igy beest és visszavert hulldm allohullamot hoz létre.

- Az alléhullamok figyelemmel kisérése méréstechnikai szempontbdl is fontos, mert hangvisszaver falakkal
részlegesen hatérolt szabadtéri részen a hangforras és a hangvisszaverd fellilet kdzott a hangnyomas hely
flggés nem vart modosulasat okozhatjak.

6.4. Lebegés (el6adas vazlat)
Két azonos amplitudoju és terjedési sebességl, egy iranyban haladd, kis mértékben eltéré frekvenciaju

harmonikus hullam dsszetétele esetén lebegés alakul ki. A lebegés hullamfliggvényének meghatarozasanal
szintén a linearis szuperpozicié elvébdl indulunk ki,
pAlszZ! a, =4a, , (1)1>(1)2,de (1)2>>(1)1_CU2

p'1(x,t) =p'1(x,t) + p'u(x,t) = Py cos(w,t — kix) + P, cos(w,t — kyx) =

= p (cos(wyt — kyx) + cos(wyt — kyx)) =

_ 25 <w1+a)2t ki +k, ) (a)l—wzt ki —k, )
= 4p CcoS ) > X)cos ) ) X
A szogek koszinuszénak osszegére vonatkozé azonossag alkalmazéasaval nyert végeredmény, a lebegés
hullamfliggvény nem egyszeriibb, mint a kiindulo kifejezés, de a valtozok megfeleld csoportositasaval
attekinthet6vé teszi a lebegés fizika szempontbdl Iényeges tulajdonsagait. A kdvetkezb abra az x= Om helyen
régzitett pontban az Osszetevé hanghullam fiiggvények grafikus Osszegzésével mutatia be a lebegés

hullamfliggvény id6fliggés abrajat.

P

AV S AVATA SR A

@, +

2 2

Az dsszetev hullamok és a lebegés hangnyomas véaltozasa az idé fiiggvényében az x= Om helyen

Megjegyzések:

- A hullamok 6sszetétele miatt a hullamfliggvény atalakult (koszinuszok 6sszege helyett azok szorzata lett), de
a szorzatban mindkét koszinusz argumentumaban a hely- és id6valtozok egyarant megtalalhatok, igy az
0sszetevokhoz hasonldan a lebegeés haladd hullam marad.

- Az abran bemutatott grafikus 6sszegzés mutatja a lebegés keletkezésének fizikai magyarazatat. A kezdetben
azonos fazisbdl induld, egymast erésité hullamok, a szégsebességek kicsi eltérése miatt, az alap periodushoz
képest hosszabb idd elteltével ellentett fazisra valtoznak és kioltjak egymast, majd ismétlédik tovabb.
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- Lebegés esetén egy adott pontban érzékelhetd hang egy tiszta hang, frekvenciéja az dsszetevd frekvenciak
matematikai atlaga, és ez az alap hanghulldm a két dsszetevd frekvencia kilonbségének felével modulalodik.
A modulacié soran a hallasunk a felerGsodéseket és elhalkulasokat érzékeli (nem tesz kilonbséget a
burkoldgdrbe pozitiv és negativ fele kdzott), igy a szubjektiv érzékelhetd modulacios frekvencia épp a szamolt
érték kétszerese.

- Lebegés a gyakorlatban példaul akkor jon létre, ha két azonos tipusu, egymas mellett mikodé periodikus
zajkeltd (pl.: szelléztetd ventilator) lzemi pontja eltér egymastol. A megegyezé tipus miatt a berendezések
zajkeltése alapvetden egyforma, de az eltéré Gzemi pont (pl.: az egyik ventilator fojtasa nagyobb) kicsit eltérd
fordulatszamot (a keltett zaj altaldban aranyos a fordulatszdmmal) és igy kicsit eltérd kisugarzott hang
frekvenciat okoz, amely lebegést hoz létre.

- A tiszta hangok szubjektiv megitélése rossz. A periddikus modulélés a hangérzeti jellemzbket tovabb rontja,
ezeért a lebegés zajvédelmi szempontbdl elkerilendd. Megforditva, és kihasznalva a figyelemfelkeltd, zavaro
jellegét, a periodikusan moduldlt hang 6l hasznalhaté vészhelyzeti figyelmezteté hangként (pl.:
megkulonboztetett jarmivek hangjele, 1égoltalmi sziréna).

6.5. Gyakorld feladatok

Gy.1. Szamitsa ki egy 4,5m hosszusagu, egyik végén zart, masik végén nyitott csében a levegd oszlop elsd és
harmadik akusztikai sajatfrekvenciajat! A leveg6é hémérséklet (t) 25°C.

Megoldas:
a = \/kRT, = \/1,4-287 - (273 + 25) ~ 346 m/s

A kialakulo jelenség a korabban ismertetett hatarolt térben érvényes hullamegyenlet megoldas alapjan, a
peremfeltételeket kielégité harmonikus kontinuum rezgés. A harmonikus rezgéseket szinusz és koszinusz
fuggvények irjak le. A peremfeltételek fizikai szemlélet alapjan a részecskesebességre kdnnyen megadhatdk.
Zart csbvégeken a részecskesebesseg nulla. Ha a ¢s6 zart vége nyugalomban van, az aramlastan tapadas
torvénye értelmében a vele éppen szomszédos folyadékréteg is all. A nyitott csévégeken a mozgast semmi sem
akadalyozza, a részecskesebesség maximalis. Adott cs6szakaszhoz a sajatrezgés hullamhossza akkor
megfeleld, ha zart cs6végre a szinusz nulla értéke, nyitott csévégre a szinusz maximuma (el6jeltdl fliggetlendl)
esik. Esetlinkben a megoldas grafikus szarmaztatasahoz belathatd, a sajatrezgések részecskesebesség
megoszlasa a csé zart végén nulla, a nyitott végén rendre a szinusz flggvény legnagyobb abszollt értéki
helyével esik egybe. A legkisebb frekvenciahoz tartozik a legnagyobb hulldmhossz, illetve legkevesebb szinusz
periodus, novekvd frekvencidhoz csokken a hulldmhossz, nvekszik a csdszakaszra esé szinusz periodusok
szama, |d. abra.

Alap frekvencia Elsé felharmonikus frekvencia Méasodik felnarmonikus frekvencia

v V't v V2 VA V3

- - N
X X NS

4,5m 4.5m 4.5m

=< Y

Zart csévég Nyitott cs6veg

Eqgyik végen zart, masik végén nyitott csében kialakuld kontinuum rezgések részecskesebesseég megoszlasa a
hossz mentén az elsé harom sajat frekvencia esetén

Els6 sajatfrekvencia: A peremfeltételek alapjan a részecskesebesség megoszlas grafikonja a minimumtol a
szomszédos maximumig tarté negyed szinusz periodus, a hullamhossz: Ay = 4-1/1 =4-45=18 m

fi=a/l, ~346/18 ~ 19,2 Hz
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Harmadik sajatfrekvencia: A peremfeltételek alapjan a részecskesebesség abra a minimumtol a masodik
maximumig tarté egy és egynegyed szinusz periodus, a hulldmhossz: : A3 = 4-1/5 =4-4,5/5=3,6 m,
fzs =a/l; = 346/3,6 = 96,1 Hz

Gy.2. Mit jelent két hangtér hasonldsaga, és adja meg a hangterek hasonldsaganak feltételét!

Gy.3. Miaz alléhullam, vezesse le a hangnyomas hely- és id6 fliggését megado kifejezést tetsz6leges alldhullam
esetére!

Gy.4. Mi a lebegés, vezesse le a hangnyomas hely- és id0 fliggését megadd kifejezést tetszbleges lebegées
esetére!

Gy.5. Szinhazterem 1:10 méretaranyban elkészitett modelljén végzett vizsgalattal szandékozunk megéllapitani

tulajdonsagait. Hatarozza meg a modell vizsgalatokhoz szikséges mérbhang frekvenciakat, ha az eredeti és a
modell hangtérben a vivékdzeg egyarant technikai normal allapott (po= 1bar, to= 20°C) levegd!

Megoldas:

Hem=Heo, n/Am=Io/ho, Infm/am= lfo/ao, de (am= ao) ezért, fn=fo lo/ln , amelyek rendre 2,5k, 5k és 10kHz
Gy.5. Egy 0,001 sec periodusideji, 0,5 Pa hangnyomas amplitid6ju harmonikus hullam tokéletesen
visszaverddik az utjaban merélegesen elhelyezett sik falrdl. Nevezze meg a kialakuld hangtani jelenséget,

hatarozza meg két szomszédos csomopont kozti tavolsagot és a duzzadd helyen a legnagyobb hangnyomas
értékét, ha a hangsebesség 340m/s!

Megoldas: A kialakul6 akusztikai jelenség az alléhullam.
A=a-T=340-0,001=0,34 m
Két szomszédos duzzadé hely kozott a tavolsag: Al = 1/2 = 0,34/2 = 0,17 m

A duzzadé helyen mérheté hangnyomas amplitudé: ps, = 2p =1 Pa
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