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Tomegaram, térfogataram és kontinuitas

Adott feliileten egységnyi id6 alatt dtdramlé kozeg mennyiségét (tomegét) a tomegarammal (g,,) adhatjuk
meg. Matematikailag a tomegdram a sebesség és a siirliség szorzatdnak feliileti integraljdval hatdrozhat6

meg:
qm = fpvdA

A

.

Inkompresszibilis, azaz 6sszenyomhatatlan kozegek esetén a stirliség kiemelhet6 az integralds elé, hiszen
konstans, igy kapjuk a tomegaram és a térfogataram (g,) kozotti kapcsolatot, ahol a térfogataram az adott
feliileten egységnyi id6 alatt dtaramlé kozeg térfogatat adja meg:

p=Kkonstans
qm = fp'vdA —qnm prvdA = P4y
A A
A tomegdram egy adott feliiletelemen kiszdmolhat6 a siirtiség, a sebesség és a feliiletelem-vektor vektoridlis

szorzataként, azaz:
m = pv x dA = plv|[dA|sinp.

A fenti 0sszefiiggésbdl levezethetSk a tomegaram fontos tulajdonsagai:
® gn =0 — sinfB = 0°, azaz v parhuzamos d A-val.
® g = max. — sinf8 = 90°, azaz v merSleges d A-ra.

Vizsgaljuk meg egy elemi térfogatra vonatkozé tobbletkidramlast (dg,,-t)! Az alabbi abranak megfelel6en
irjuk fel az elemi térfogat kiilonb6z6 oldalain a feliiletre merdleges, kifelé iranyuld tomegaramokat! Az elemi
térfogat oldalhosszisdga rendre dx, dy és dz, és a feliiletelem vektorok a térfogatbdl kifelé mutatnak. Az
Ossztérfogat igy dV = dxdydz, mig az x, y és z irdnyra merdleges feliiletek nagysdga rendre A, = dydz, A, =
dxdz, A, = dxdy. Irdnyonként felirva:

dg,(x) = dgn(xp) + dgu(x1) = —pv, A, + (pvx +

d(pvy)

dgm () = dgm(yo) + dgm(y1) = —pvyAy + | pvy + o dy] Ay
d(pv

dgm(2) = dgu(z0) + dgu(z1) = —pv A, + (,DVZ + %dz) A;

Ezek 0sszegzésével megkapjuk az dsszes tobbletkidramldst, felhasznélva, hogy

dxAy = dyAy = dzA; = dxdydz = dV.
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1. dbra. Tobbletkidramlds meghatdrozésa.

Az 6ssz térfogataram tehat

dv,

A(pvy) N A(pvy) N Apv,)
Ox

dgm = dgm(x) + dgm(y) + dgn(2) = ( dy 0z

ahol a jobb oldalon szerepld zaréjeles kifejezés a siiriség és sebesség szorzatdnak divergencidja, azaz

dov.) 0w | pv)

div (pv) =V - (pv) = o o e

A fenti levezetés eredményeként a Gauss-Osztrogradszkij tételt kaptuk, amely egy adott vektormennyiség
feliileti és térfogati integrélja kozott teremt kapcsolatot zart feliilettel hatarolt térfogatokra:

fde=Qm=!@v)dA=JdiV@U)dV

Mivel a tobbletkidramlds zart feliileten keresztiil a stirliség csokkenésével jar a vizsgalt térfogatban, az egyen-
letben szerepelnie kell ennek a csokkenésnek, azaz a stirtiség id6beli megvaltozasanak integraljaval a vizsgalt

térfogatban (elGjelhelyesen):
0,
fdiv(pv)dV - —fa—’;dv
v

v
Tisztan differencidl alakban (az integrél elhagydsdval), a fenti egyenlet dtrendezésével nyerjiik a folytonossag
(kontinuitas) tételét:

op ..
o +div (pv) = 0.

Staciondarius daramlas esetén a tobbletkidramlas zérus:
div (ov) = 0.

Osszenyomhatatlan kozeg esetén, mikor a sfiriség térben és idében 4llandd, a kontinuitds a kovetkezs egy-
szer(i alakot olti:
v, Ovy, v,

=0.
ox - dy * 0z

div (ov) = pdivv =0 = dive =



Alkalmazas: Sebesség szdmitdsa valtozo keresztmetszetli cs6ben. A Stokes-tétel levezetés nélkiil:

= évds = frot'udA.
G A

Potencialis aramldsra a fenti 6sszefliggés egyenld zérussal! A sebesség rotacidja rotv vektor-vektor fiiggvény:

[ov,  dvy ]|
ay oz
rotv = vy _ v )
0z Ox
dvy v,
[ox 9y |

A mozgasmennyiség megvaltozasa

Newton II. torvénye: Egy pontszerii test a gyorsuldsa azonos irdnyu a testre hatd F er6vel, nagysiga egyene-
sen aranyos az erd nagysagaval, és forditottan aranyos a test m tomegével:

d(mv) _F
dr
Allandé tomeg esetén:
d(mv) mdv —ma=F
d— dt T

Maisképpen megfogalmazva, a mozgdsmennyiség megvaltozasa, ardnyos a hatd erdk ereddjével. Az dram-
lastanban ezt a torvényt folyadékokra, illetve gdzokra alkalmazzuk. Vegyiink egy egyszer( példat: Sz(kiils
keresztmetszetli cs6hoz kapcsolddo csap nyitdsa. A sebesség teljes megvaltozasa felbonthaté lokalis és kon-
vektiv (odébbaramlasi) gyorsuldsra:

dv Ov
— = — + Dw,
dt ot it
ahol D a derivalt-tenzor. i )
ov, O0v, %
ox Oy 0z
p=|2 P Oy
ox dy 0z
av, Ov, v,
|dx dy 0z |

A derivalt-tenzort v-vel szorozva:

O, P, O
ay 7 0z
vy vy avy

Dv=|—vi+ —v, + —
0xv 6yvy

ov, ov, v,
+ =V, + =
Ay T e,

vz

A derivalt-tenzor felbontasaval megmutathatd, hogy a konvektiv gyorsulds

2
Dv = grad; — v X rotv.



Az Euler egyenlet

Newton II. torvényét alkalmazva, a mozgdsmennyiség megvaltozasat a hat6 er6k eredgje adja. Ezek az er6k
a stirlédas elhanyagoldsa mellett rendre a nyomdsbdl szdrmazo er és a kiils6 erdtér hatdsa:

d 0 0 2 1
d—’l;=a—1;+Dv:a—t;+grad%—vxrotv=g—;gradp,

amely az Euler egyenlet 4ltaldnos alakja.

A Bernoulli egyenlet

Integraljuk dramvonal mentén az Euler egyenletet az a és b pontok kozott:

b b 5 b 5 b b b
d 1
fd—q;ds=fa—q;ds+fgrad%ds—fvxrotvds=fgds—fggradpds.

A gradiens tulajdonsigainak és az d&ramvonalon val6 integralds tulajdonsdgainak kihaszndldsdval, 6sszenyom-
hatatlan kozegekre:

v vi—va 1
Dds + - = g(xp — x2) — ~(pp — Pa).
fat s 2 g(xp — x4) p(Pb Pa)

Stacionarius aramlasokra:

1
2 = g(xb - a:a) - —(Pb - pa)
0

Aramlastani mérések, nyomas és sebesség

Kovetkez6 6ra anyaga...



