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Tomegaram, térfogataram és kontinuitas

Adott feliileten egységnyi 1d6 alatt dtdramlé kozeg mennyiségét (tomegét) a tomegarammal (g,,) adhatjuk
meg. Matematikailag a tomegdram a sebesség és a siirliség szorzatdnak feliileti integraljdval hatdrozhat6

meg:
qm = fpvdA

A

.

Inkompresszibilis, azaz 6sszenyomhatatlan kozegek esetén a stirliség kiemelhet6 az integralds elé, hiszen
konstans, igy kapjuk a tomegaram és a térfogataram (g,) kozotti kapcsolatot, ahol a térfogataram az adott
feliileten egységnyi id6 alatt dtdramlé kozeg térfogatat adja meg:

p=Kkonstans
qm = fp'vdA T prvdA = P49y
A A
A tomegdram egy adott feliiletelemen kiszdmolhato a siirtiség, a sebesség és a feliiletelem-vektor vektoridlis

szorzataként, azaz:
m = pv x dA = plv|[dA|sin.

A fenti 0sszefiiggésbdl levezethetdk a tomegaram fontos tulajdonséagai:
e gn =0 — sinB = 0°, azaz v parhuzamos d A-val.
® g, = max. — sinf8 = 90°, azaz v merSleges d A-ra.

Vizsgaljuk meg egy elemi térfogatra vonatkozé tobbletkidramlast (dg,,-t)! Az alabbi abranak megfelel6en
irjuk fel az elemi térfogat kiilonb6z6 oldalain a feliiletre merdleges, kifelé iranyuld tomegaramokat! Az elemi
térfogat oldalhosszisdga rendre dx, dy és dz, és a feliiletelem vektorok a térfogatbdl kifelé mutatnak. Az
Ossztérfogat igy dV = dxdydz, mig az x, y és z irdnyra merdleges feliiletek nagysdga rendre A, = dydz, A, =
dxdz, A, = dxdy. Irdnyonként felirva:

dg,(x) = dgn(xp) + dgu(x1) = —pv, A, + (pvx +

d(pvy)

dgm () = dgm(yo) + dgm(y1) = —pvyAy + | pvy + o dy] Ay
d(pv

dgm(2) = dgu(z0) + dgu(z1) = —pv A, + (,DVZ + %dz) A;

Ezek 0sszegzésével megkapjuk az dsszes tobbletkidramldst, felhasznélva, hogy

dxAy = dyAy = dzA; = dxdydz = dV.
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1. dbra. Elemi kontroltérfogat a tobbletkidramlds meghatdrozahoz és a Gauss-Osztrogradszkij tétel levezeté-
séhez.

Az 6ssz térfogatdram tehat

dv,

0 Vi d(pv ) o(pv

dqm = dqm(x) + dqm(y) + dqm(z) — (p ) + (p pl + (p Z)
ox Oy 0z

ahol a jobb oldalon szerepld zardjeles kifejezés a siirliség €s sebesség szorzatdnak divergencidja, azaz

dpvy)  dpvy)  d(pv,)
ox Jy " oz

div (ov) = V- (pv) =

A fenti levezetés eredményeként a Gauss-Osztrogradszkij tételt kaptuk, amely egy adott vektormennyiség
feliileti és térfogati integralja kozott teremt kapcsolatot zart feliilettel hatarolt térfogatokra:

qum=qm=!@v)dA=Jdiv@v)dV

Mivel a tobbletkidramlds zart feliileten keresztiil a stirliség csokkenésével jar a vizsgalt térfogatban, az egyen-
letben szerepelnie kell ennek a csokkenésnek, azaz a stirtiség id6beli megvaltozasanak integraljaval a vizsgalt

térfogatban (elGjelhelyesen):
0,
fdiv(pv)dV - —fa—fdv
v

14
Tisztan differencidl alakban (az integral elhagyasaval), a fenti egyenlet atrendezésével nyerjiik a folytonossig
(kontinuitas) tételét:
dp
— +div(pv) = 0.
% (pv)
Staciondrius dramlds esetén a tobbletkidramlas zérus:

div (pv) = 0.

Osszenyomhatatlan kdzeg esetén, mikor a sfirtiség térben és id6ben 4llandd, a kontinuitds a kovetkezs egy-

szer( alakot olti:
v, Ovy v,

6x+6y+6z

Alkalmazas: Sebesség szamitdsa valtozé keresztmetszetl csGben.

div (ov) = pdivo =0 = dive = =0.
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2. abra. Elemi kontrolfeliilet a Stokes-tétel levezetéséhez.

Vizsgiljuk meg a kovetkez6 dbrdn ldthatd, A, B, C és D pontokat 6sszekotd G, zért vonal (gorbe) altal
hatdrolt, az x,y sikon felvett A,, feliiletet! A sebesség az A pontban legyen vy = (vy,V,), a pontok kozti
tavolsag pedig rendre AAB = ACD = dx és ABC = ADA = dy végteleniil kicsi hossz! Az A ponthoz
hasonldan, a B, C és D pontokban is felirhaté a sebesség, ha ismerjiik annak irdnymenti (parcidlis) derivaltjait:

vy = (vx, vy)

ov, ov
vp = (vx + adx, vy + a—xydx)
oy ovy vy vy
=|vy + =dx+ —dy, —dx+ —d
ve (v +(’)x X+ o yvy+ax X+ o y)

0 0

Tegyiik fel, hogy a sebesség megvaltozdsa kontans, ami végteleniil kicsi dx és dy szakaszok esetén j6 koze-

lités! Ekkor az egyes szakaszokon vett dtlagsebesség kozelithetd a végpontokban 1évS sebességek szamtani
kozepével:

0 vy
Up = (Vx + ﬁdy, vy + _}dy)
y i y

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
Vap = E('UA +vp), Upc = 5(7)3+UC), Ucp = E(Uc +vp), UDAE(UD‘HJA)

Szamoljuk ki a sebesség vonalmenti integraljat G, gorbén a szakaszokon vett integralok dsszegeként:

B C D C
%vds = f?ABdS + fEBCdS + fECDdS + fﬁDAdS
B C D

Gy A

Az integréldast elGjelhelyesen elvégezve, és figyelembe véve, hogy a dx és dy szakaszokon a v, és v, sebes-
ségkomponensek integrdlja rendre zérus:

x+dx y+dy x+dx,y+dy P P P P
SEvds - f (Ban — Tep) dx + f (Bsc — Tpa) dy = f (% - aly")dxdy - f(% - avyx)dA.
Gy x y X,y Ay

Vegyiik észre, hogy a feliileti integrdl argumentuma éppen a sebességvektor rotaciéjanak z komponense:

vy O,
I'Ot(’U)Z = (a—xy - (9_y)



Ezt behelyettesitve az igynevezett Green-formuldhoz jutunk:
9§vds = frot (v),dA
Gy Ay

A fenti Osszefiiggést tetszbleges, harom dimenzids feliiletre és vektortérre kiterjesztve a Stokes-tételt kapjuk:

I'= ngds = frot('v) dA.
G A

Potencidlos dramlésra a fenti 6sszefiiggés egyenld zérussal! A sebességvektor rotdcidja (rot (v)) egy vektor-
vektor fiiggvény, amely komponensenként kiirva:

[ov: _ 0wy
oy 0z
ov, Ov,

rotv =VXwv= 2 oxl
vy vy

[ Ox  dy |

A mozgasmennyiség megvaltozasa

Newton II. torvénye: Egy pontszerii test a gyorsuldsa azonos irdnyu a testre hat6 F er6vel, nagysiga egyene-
sen ardnyos az er nagysagaval, és forditottan ardnyos a test m tomegével:

d(mv) _p
dr
Allandé tomeg esetén:
d(mv) mdv A F
d— dt T

Maisképpen megfogalmazva, a mozgasmennyiség megvaltozasa, aranyos a haté er6k ereddjével. Az dram-
lastanban ezt a torvényt folyadékokra, illetve gdzokra alkalmazzuk. Vegylink egy egyszer(i példat: Sztikiilo
keresztmetszetii cs6hoz kapcsolddo csap nyitdsa. A sebesség teljes megvaltozasa felbonthaté lokélis és kon-
vektiv (odébbaramlési) gyorsuldsra:

dv Ov
T = a + Do,
ahol D a derivalt-tenzor. i} .
v, Ov, v,
ox  dy oz
ox Oy 0z
dv, Ov, Ov,
[ox  dy oz
A derivalt-tenzort v-vel szorozva:
v, ov, Ovy
gvx + a—yvy 7z v,
Dv = %vr + %vy + %Vyvz
ov, ov, v,
_ va + B_yvy + 6—ZvZ




A derivalt-tenzor felbontasaval megmutathatd, hogy a konvektiv gyorsulds

2
Dv = gradE — v X rotv.

Az Euler egyenlet

Newton II. torvényét alkalmazva, a mozgasmennyiség megvaltozasat a hat6 erfk ereddje adja. Ezek az erdk
a strlédas elhanyagolasa mellett rendre a nyomasbdl szarmazé erd és a kiilsé erdtér hatdsa:

d 0 0 2 1
d—q;=6—1;+D'v=6—1;+grad%—vxrotv=g—;gradp,

amely az Euler egyenlet dltalanos alakja.

A Bernoulli egyenlet
Integraljuk &ramvonal mentén az Euler egyenletet az a és b pontok kozott:
b o b o b P b b b .
fads = fgds + fgradzds - fv X rotvds = fgds - f;gradpds.

A gradiens tulajdonsagainak és az &ramvonalon val6 integralas tulajdonsdgainak kihasznalasaval, 6sszenyom-

hatatlan kozegekre:
b

v vi—y2 1
f_d3+ i =g(xb_xa)_;(pb_pa)'

ot 2

Staciondarius aramlasokra:

p 1
=g(xy —x,) — ;(pb = Pa)-

Aramlastani mérések, nyomas és sebesség

Kovetkez6 6ra anyaga...



