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Newton viszkozitasi torvenye

Aramlastan: folyadékok és gazok mechanikaja

Szilard test « folyadék

Newton viszkozitasi torvenye: 7,, = U
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[1] Lajos Tamas: Az aramlastan alapjai
dv, dy

szilard anyagoknal: a deformacio aranyos a csusztatofeszultséggel
(newtoni) folyadékoknal: a deformacidosebesség aranyos a csusztatofeszultséggel



A folyadékok aramlasanak leirasa

Folyadék mozgasanak leirasa:

Lagrange-féle leirasi mod < Euler-féle leirasi mod

/

Az egyes folyadékrészeket a t = 0
pillanathoz tartozé helyzetukkel jeloljuk
meg, és a t idd fuggvényében megadjuk
a folyadékrészek helyét.

[=[(x0,y0,zo,t)
o°r
- ot t

Szilard testek mozgasanak leirasaval
analog.

Aramlastani  alkalmazasa
nehézkes — kevésbé elterjedt.

viszonylag

N\

A folyadékrészek sebességét adja meg a
hely és az id6 fuggveényében.

v=Vv(X,Y,2t)

A sebességtér egy vektortérrel irhato le.

Stacionarius aramlasoknal (ellentétben a
Lagrange-féle leirasi moddal) a fuggetlen
valtozok szama haromra csokken.



Palya, aramvonal, nyomvonal

Folyadékrész palyaja: Egy kiszemelt pontszerli folyadékrész egymast kovetd
pillanatokban elfoglalt helyeit 6sszekotd gorbe.

Aramvonal: Olyan gdérbe, amelyet egy adott pillanatban minden pontjaban érint a
sebességvektor. (Az aramvonal egy adott pillanatban a sebességvektorok
burkoldgorbegje.)

Nyomvonal: A tér egy pontjan egymas utan athalado folyadékrészeket egy adott
pillanatban 6sszekotd gorbe. (Pl.: kéménybdl kileépd fustzaszlo.)

Aramfeliilet: Egy kijeldlt vonalra illeszkedd vagy egy pontbdl kiinduldé aramvonalak
alkotjak, amelyeket a sebesseégvektorok érintenek. Barmely aramlasba helyezett felllet,
amelyen nincs ataramlas, aramfellletnek tekintheto.

Aramcsé: specidlis, csé alaku aramfeliilet, amelynél az aramvonalak egy zart gorbére
illeszkednek.

Stacionarius (id6ben allanddsult) aramlas esetén a palya, az aramvonal és a nyomvonal
egybeesik.



A folytonossag (kontinuitas) tetele

Anyagmegmaradas torvénye: tomeg nem keletkezhet és nem tlnhet el.

Tobbletkiaramlas (kilép6 tomegaram): ., = jp\_/dé
A

Az A felllet altal hatarolt V térfogatban lévé tomeg I 6—’0dV

masodpercenkenti valtozasa (felhalmozodo tomeg): 5 ot

[1] Lajos Tamas: Az aramlastan alapjai

0 :
A folytonossagi tétel integral alakja: — j 6—de = j povd A= le(p\_/):IV
\Y A

Vv

j [Z—I[t) + div(p\_/)}dv =0
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A folytonossag tétele: % +div(pv)=0

ot

Stacionarius aramlas esetén: div(pv)=0 Osszenyomhatatian kozeg esetén: divv =0

Aramcsé esetén: pVA = allando



A folyadekreszek gyorsulasa

Folyadéksebessegq: \_/(t, [) =V, (t, X, Y, z)i +V, (t, X, Y, Z)J +V, (t, X, VY, Z)K

dv, = Oy dt + Oy dx +
ot OX oy 0z
Egy folyadekrészre: & Vv d_y =V % =V
Coodt Y dt Y dt
dv ov dt 6v dx av dy ovdz ov oV oV oV
==—= —+V, —+V,—=

pu— V
dt ot dt | ox dt aydt T d ot ox Y oy oz

A folyadékrészek gyorsulasanak komponensei 3D-ben:

dv, év, ov,  ov,  ov, |
- X y z dV 8V

dt ot *ox Yoy ooz o
dv, ov ov, ov, oV

F=—L 4V, —+V, —+V, /
dt ot ox oy oz lokalis konvektiv
dv, ov, oV, oV, GVZ gyorsulas gyorsulas
dt ot “ox Yoy oz )



Az Euler-egyenlet

Az Euler-egyenlet olyan mozgasegyenlet, amely a surlédas elhanyagolasa esetén
osszefuggést teremt a folyadékrész mozgasmennyiségének id6 szerinti megvaltozasa
(gyorsulasa) és a folyadékrészre hato erok kozott. (Newton II. axiomaja)

dv s ,
——=0-— gradp (egységnyi tomeg esetén)
térerosségbol nyomasbal
szarmazo erd szarmazo erd

Az Euler-egyenlet vektorialis alakja:
dv \ov ?

1
—= = |—=+(¢grad ——-vxrotv=g—-—grad
(dtj@tQZX g draep

Haromdimenzids esetben 3 komponensegyenlet
Aramlastani problémanal 5 ismeretlen: v,, v, v,, p, p

4. egyenlet: kontinuitasegyenlet
5. egyenlet: gaztérvény P = pRT

(6. ismeretlen: T; 6. egyenlet. energiaegyenlet)



Az Euler-egyenlet termeszetes
koordinata-rendszerben

Az Euler-egyenlet érint6 iranyu komponensegyenlete: -
ov 1 0op
V—=———+0,
oe p oe
Az Euler-egyenlet normalis iranyu komponensegyenlete:
2
Vv 1 0p
o= T,
R L on
Amennyiben a térer8sség hatasatol eltekinthetlnk:
v _ 1
R pon
Kovetkeztetések: [1] Lajos Tamas: Az aramlastan alapjai

1) ha az aramvonalak parhuzamos egyenesek ( R — oo ), akkor azokra merdlegesen
nem valtozik a nyomas;

2) ha az aramvonalak gorbultek, akkor azokra merblegesen a nyomas valtozik: a
gorbuleti kozépponttol kifelé haladva no.



A Bernoulli-egyenlet

A Bernoulli-egyenlet lényegében az energiamegmaradas torvényének aramlastani
megfogalmazasa.

Megkaphato az Euler-egyenlet tagjainak az aramlasi tér két (példaul 1-gyel és 2-vel
jelolt) pontjat 6sszekotd vonal menti integréléséval:

2 2 2

ja—ds+_[grad—ds v><rotvds:j I gradpds

1 1

Alkalmazasaval lehetoveé valik, hogy az aramlasi tér két pontjaban érvényes aramlasi
parameéterek kozott kapcsolatot Iétesitsunk.

A Bernoulli-egyenlet egyszerisitesének lehetésegei

1) Stacionarius-e az aramlas? Ha nem, van-e olyan koordinata-rendszer, amelybdl azza tehetd?
2) Potencialos-e az aramlas? Ha nem, lehet-e aramvonalon integralni?

3) Potencialos-e az ertér?

4) Allando-e a siriiség?

Amennyiben a fenti négy kérdés mindegyikére tudunk igennel valaszolni:



Hidrosztatika, erdterek

A hidrosztatika alapegyenlete: gradp = Jols]

A Bernoulli-egyenlet hidrosztatikai feladatokra:

&+U1 :&+U2
P P

Hidrosztatikaban csak potencialos er6terekkel foglalkozunk.
A tererGsseg vektor (g ) és a potencial (U) kozott az alabbi kapcsolat all fenn:

g =—gradU
Nehézségi erétér g=-g,k U,=g,z+konst.
(pl.: vizzel teli tartaly)
Tehetetlenségi erétér g =-al U, = ax+ konst. 2 )z
(pl.: gyorsuld tartalykocsi) N _|9q e _,'>£m
U=all. f§q st 7 B
e . r‘m’ S 534
Centrifugalis erétér g =ro U, =- + konst. B J-0

(pl . forgé tartély) [1] Lajos Tamas: Az aramlastan alapjai



Orvényes aramlasok

Cirkulacio:  ['=¢vds (aranyos a felhajtoerével)
G

A Thomson-tétel szerint v = 0, p = all. és potencialos
erétér esetén barmely folyékony zart gorbére:

d/”
hanligy o
G dt
Orvényesség: ( oy 8Vy h
oy oz
D=Vxy — ov, 0V,
07z OX
am ” aVy av
a szogsebesség ——X
kétszerese L oX oy

Hogyan kerul az orvényesség az aramlasba?



Indulasi és megallasi orveny
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Helmholtz I. es |l. tetele

Helmholtz 1. tétele szerint egy Orvényvonal, amely két folyékony oOrvényfelllet
metszésvonala, mindig ugyanazokbdl a folyadékrészekbdl all.

Gyakorlati _jelentbésége: Az orvények ,meg6rzik” a bennik aramlé folyadékrészeket.
Példaul uszdmedencéknél az orvényekben |évd folyadékrészek tartdozkodasi ideje
megnd (aktiv klor koncentracidja lecsokken) — torekedni kell a nagy orvények
kialakulasanak elkerulésére.

Helmholtz Il. tétele: Egy folyékony orvénycsd hossza mentén barmely metszetben

rotvd A értéke allando és idében sem valtozik.
A

Gyakorlati jelentésége: Egy orvénycsd nem fejezddhet be az aramldé kozegben: vagy
zart gyarat alkot, vagy az aramlasi tér hataraig ér.




Helmholtz Il. tetele

A tornadoé tolcsére a Fold felszinéig ér.



A Navier—Stokes-egyenlet

A Navier-Stokes-egyenlet olyan mozgasegyenlet, amely a surlédas hatasat is
figyelembe veszi (kikotés: p = allando, v = allando):

dv ov v° 1

—==—-+grad ——vxrotv=g——gradp +vAv

dt ot 2 / o, \
térer6sségbol nyomasbol viszk6zus
szarmazo ero szarmazo ero eroé

Mivel AV = graddivv—rotrotv és divv =0, ezért:

dv _ =0Q- 1 gradp —wrotrotv
Yo,

dt =

Potencialos aramlas (rotv=0), s6t allandé oOrvényességl aramlas esetén a
surlédasnak nincs szerepe, a Navier—Stokes-egyenlet az Euler-egyenletbe megy at.



Az orvénytranszport egyenlet

Orvénytranszport egyenlet: V x (Navier — Stokes)
8\/)’ aVx

OX 0oy

A Navier—Stokes-egyenlet két komponensegyenlete 2D-ben (p = allandé és v = allando):
oV, y oV, 1 op o’v, 0°v,
+V, +V, =———+0, +V >+ 5
ot OX oy L OX OX oy

OV OV oV o%v., O3*v
Y y y  10p gy+v[ y y}

Levezetés 2D-ben ekkor w skalar: @ = (rot\_/)z =

+V —— —+ +

ot “ox Yoy  poy ox2  oy?

Differencialjuk az 1. komponensegyenlet mindkét oldalat y szerint, a 2.
komponensegyenletet x szerint, majd a masodik egyenletbdl vonjuk ki az elsét:

ofov, ov) ., o(ov ov),, oo av)_[& (v, av,), o (v, o,
ot\ ox oy “ox\ ox oy Yoyl ox oy ox*\ ox oy ) oy*\ ox oy

ow ow ow (820) N szj _ Ow

TV, —+V, — =V
ot ox oy




Az orvénytranszport egyenlet

A 2D orvénytranszport egyenlet p = allando és v = allando esetén

do OJOw ;1{m2}

S

= +V-Vo=vAw V="
dt ot 0
kinematikai viszkozitas
analdg a hovezetési egyenlettel:

A | m?
ar aT+v VT =aAT a=

dt ot pC| S

hofokvezetési tényezd

A kinematikai viszkozitas orvénydiffuziés egyutthatonak tekintheto.
Az orvénytranszport egyenlet 3D-ben:

ddi) B %?Jrv.vw: 0 +Vxg+vAw-wV-V+w-VV

0,hag oOrvény- 0,hap oOrveny-
potencialos diffuzié allandé nyulas




Orvénydiffuzio

LI 4

Sik lap feletti hatarréteg

Sebességprofilok:

.

M profilok:

»
»

X

Az orvényesseg a fal felUletén keletkezik a folyadék tapadasa miatt és a
hatarrétegben vezetés révén kerul be az aramlasi térbe.



Az impulzustétel

Az impulzustétel egy mozgasegyenlet, amely a folyadékra hato erék és a folyadék
mozgasallapota kozott teremt kapcsolatot.

Euler-egyenlet: differencialegyenlet < Impulzustétel: integralokat tartalmaz

/

Kiszamitasuk utan erévektorok addédnak

Az integralok kiszamitasahoz fel kell vennink az ellen6rzé fdlz
terfogatot korulvevod A ellen6rz6 fellletet. A dAT A 1u
Ha van szilard test az ellen6rzé térfogatban (impulzustétel Y b HH—
altalanos alakja): i ) i ;
j(pv)dv +_[\_/p(Vd A)=[pgdV —[pdA+R+S b,
\% A

2 BN

a V térfogatban [év6 impulzus- azellen6érz6  azellen6rz6 a szilard

mozgasmennyiség aram térfogatban feltleten testrdl a folyadekra

egyseégnyi idére jutd  vektor lévo hato, folyadékra hato,
lokalis megvaltozasa folyadékra nyomasbol  haté er6 surlédasbol
hato térer6  szarmazo er6 szarmazo

eré



Az aramlasba helyezett testekre
hato ero

Fla Altaldanosan, a testre hatd erd a
v feszlltségtenzornak a test fellletén képzett
—_— ED fellleti integraljaval adhaté meg:
F=[odA
A

Tompa test: a test feluletéhez képest jelentés méretl levalasi buborékok

alakulnak ki, a csusztatofeszlltségbh6l szarmazd erbk elhanyagolhatok a

nyomasbol szarmazo er6khoz képest.

Aramvonalas test: nincsenek kiterjedt levalasok, a csusztatofeszultségbdl

szarmazo erbk jelentdések a nyomasbol szarmazo erdkhoz képest.

Ellenallas-tényezé és felhajtoerb-tényeza: Cp = |:D C, = |:L

2 P2

2VOOA 2VOOA

,A” felllet szarnyak esetében a fuggbleges vetulet, egyéb esetekben az aramlas
iranyaban képzett vetlleti terulet.




Energiaegyenlet, kiomles tartalybol

Osszenyomhat6 kézegek aramlasa

Az energiaegyenlet surlodasmentes, hdszigetelt kozeg stacionarius aramlasa esetén
azt fejezi ki, hogy a gaz mozgasi energiajanak és entalpiajanak 0sszege az aramvonal

mentén allando: V2

—+c¢..T =allandd
2 P

Gaz kiaramlasa tartalybol

2 2
' '/
T,+——=T, +—
2C, 2C,
Mivel v, = v, ezért a torloponthbmeéré a tartaly

homérsékletét méri.

Ha pl.. a torloponthdmeérdt levegd 200 m/s sebességll aramlasaba helyezzuk, az az
aramlo levegd (statikus) hdmeérsékleténél 20 K-nel nagyobb osszhdmeérsékletet mér.

oc.  2.10° | 45

2 2 Z
Vv Vv Vv
Levegd esetén: T, = ~ ( j A nagy sebesseéggel araml6 gaz ,hideg”!
p



