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1.1. Az akusztikai hullamegyenlet és megoldasai

Az alkalmazott akusztika el6adassorozatot a korabbi hangtani ismereteink egy fontos fejezetének révid
attekintésével kezdjuk. Az akusztikai hulldmegyenletet és megoldasait mutatjuk be, a korabbihoz képest
altalanosabb megkozelitésben, tobb nem érintett részlet kozreadasaval. Az ismétlés nem csak a hangtan
sajatos tudomanyvildgaba vezet vissza, hanem j6 alapot ad, tovabbi hulldmakusztikai mddszereinek
megértéséhez. A levezetés megkezdése elbtt beszéljlink a matematika mérndki munkaban betdltétt fontos
szereperol.

Rendhagy6 matematikai bevezetd: Mérnoki megkdzelitésben a matematika egy olyan médszer, amely
segitségével jelenségekrél ugy szerezhetink ismereteket, hogy magat a jelenséget a valosédgban nem kell
végrehajtani. Tovabba a szamokkal megadhatjuk a dolgok pontos mértékét. A kicsi és nagy jelzék helyett a
szandékolt folyamatokhoz eléirhatjuk a valtozok éppen sziikséges nagysagat. Ennek megértéséhez vegylink
egy egyszer(, a gépészmernoki gyakorlatban jol ismert példat. Feladatunk egy gazzal toltétt, 2 m3 térfogatu,
henger alaku, 1 m atmérdjd, 20 bar bels tiinyomasnak ellenallo tartaly elkészitése. Szokasos megkozelitésben
az allékonysag biztositasahoz szlikséges legfontosabb tulajdonsag a tartalyfalvastagsag. Ha a falvastagsagot
elézetes szamitasok nélkul, probalkozassal kellene meghatarozni, a feladat csak veszélyes, draga és hossz
ideig tartd munkaval lenne megoldhatd. Ezzel szemben a probléma matematikai modellezésével levezetett
kazanformula biztonsagos, olcso és gyors feltételek mellett késziti eld a konkrét gyakorlati megvaldsitast. A
rovid levezetést szilardsagtanbol minden gépészmérndk jol ismeri, jelen esetben csak a végeredmeényt
felnasznalva
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200 MPa megengedett legnagyobb mechanikai fesziiltség esetén, biztonsagi tényez6 és korrozids tartalék
nélkil, az allékonysag biztositasahoz sziikséges legkisebb tartaly falvastagsag 5mm. A szlikséges falvastagsag
meghatarozasahoz a szilardsagtani feladat megoldaséara a matematikai modellt megérteni és alkalmazni, de
feltételezhetden még kitalalni is kevesebb iddbe kerdilt, mint kilénb6z0 falvastagsagu tartalyokkal allékonysagi
vizsgélatsorozatot végezni valdsagos koruimények kozott.

Fontos megjegyezni, hogy egy jelenség matematikai modellezésénél, a megoldas elemzése soran a jelenségrdl
olyan Uj részletek deriilhetnek ki, amelyeket a feliiletes kisérleti vizsgalat nem mutat ki. igy kijelenthets, hogy a
matematikai modellezés a mérndki tervezés mellett a tudomanyos megismerést is szolgalja. Szamtalan példa
sorolhato a fizikaban (részecskefizika, csillagaszat, ...), amikor egy Uj felismerés matematikai modell alapjan
szlletett meg és az elméleti felfedezés kisérleti igazolasara csak joval késébb kertilt sor. A matematikai modell
megoldasainak részletes vizsgélata a tanulds sorén is hasznos. Rendszerezi a tudasunkat, rejt6zkodd
részletekre hivja fel a figyelmet és a kiindulasi feltételekkel egyiitt az alkalmazasi hatarokat is megmutatja. igy
a megoldasok vizsgalatat a jegyzet egyes fejezeteiben a hangtani jelenségek bemutatadsanal is alkalmazzuk.
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A matematikai modellezés lépései: A jelenséget leiro fizikai valtozok kivalasztasa, a jelenséggel kapcsolatos
fizikai alapelvek kivalasztasa, a fizikai alapelveket leird és a valtozok kdzott kapcsolatot teremté matematikai
egyenletek felirdsa, egyszerisités, megoldas és ellendrzés. A kovetkez6 részben ezeket a lépéseket jarjuk
vegig részletesen a hangjelenségek modellezéséhez. A kiindulast segiti a 1éghangok aramlasi természete,
vagyis a hang egy sajatos 0sszenyomhatdé kozegaramlas, igy a matematikai modell megalkotdsahoz az
aramlastani valtozok és alapegyenletek felhasznalhatok.

A hangteret leir6 valtozok:

- Sebességvektor, v [m/s] (id6egyseg alatt megtett tavolsagvektor), (a vektor mennyiséget a valtozo bettijelének
aladhuzésaval jeloljik)

- Nyomas, p [Pa] (fellletegységen hatd normalis iranyd nyomaoerd)

- Slriség, p [kg/m3] (térfogategységben zart anyag tdmege)

- Homérséklet, T [K] (az anyagok felmelegedettsegének mértéke, az anyagot alkoto részecskék rendezetlen hé-
mozgasabol szarmaz6 atlagos mozgasi energidval aranyos mennyiség)

Hangjelenségekkel kapcsolatos fizikai alapelvek:

- Anyag- vagy tomegmegmaradés (aramlas-, illetve hangjelenség soran anyag, illetve tomeg nem keletkezik és
nem vész el)

- Impulzusmérleg (kdzegrész impulzusanak idéegységre jutd megvaltozasa a hatoerék eredéjével egyenld)

- Energiamérleg (kzegrész energijanak idéegységre jutd megvaltozésa a hatoerdk eredéje altal idéegység
alatt elvégzett munka (teljesitmény) és az idéegység alatt kozolt hd dsszegével egyenld)

- Anyagtdrvény (az adott jelenségnek teret ado anyagi kdzeg jelenséggel kapcsolatos viselkedését meghatarozd
elv, anyagtorvény pl.: a idealis gaz allapotegyenlet, a Hooke-torvény, illetve a fizika mas terlletén pl.: az Ohm-
torvény)

Hangjelenségeket leird alapegyenletek:

- Kontinuitas- (vagy folytonossag-) egyenlet (anyag- vagy tomeg-megmaradas elv kifejezésére)

- Mozgasegyenlet (impulzus-mérleg kifejezésére)

- Energiaegyenlet (energia-mérleg kifejezésére)

- |deélis gaz allapotegyenlet (a léghangok tobbsége termodinamikai szempontbdl idealisnak tekintheté gazban
alakul ki, igy esetlinkben az anyagtorvény az idedlis gaz allapotegyenlet)

Y

t
Hangteret leird nyomas valtozo felbontasa idében egyensulyi és valtozé tagokra

Hangtani valtozok felbontasa egyensulyi és idében valtozé részre: Tapasztalati megfigyelés, hogy a
hangteret leir6 valtozok id6ben allandd, nagy egyensulyi értékekre és idbében ingadozo, kis értékekre bonthatok
(Id. abra). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az akusztika a nagyon nagy mennyiségek nagyon kis megvaltozasanak
tudomanya. A felbontasnak a késdbbi levezetések soran szamos elényét fogjuk tapasztalni (pl.: egyensulyi
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tagok idd szerinti derivaltjai kiesnek, id6ben valtozo tagok négyzetes kifejezései, egymassal képzett szorzatai
elhanyagolhatdk lesznek).

P=po+p v=yo+v T=To+T p=potp

A hangtéri valtozdkra a kifejezések bal oldala az index nélkiil a teljes mennyiséget, a ,0” index az idében allando,
egyensulyi tagot, illetve a vesszd jelolés az id6ben valtozd, ingadozd részt jeldli (nem hely szerinti derivalt!).
Akusztikaban a kiemelt fontossaguk miatt p’ és v’ valtozok kiilon megnevezést kaptak, hangnyomas (p’) és
részecskesebesség (v').

Egyszerisito feltételek:

- A hangterjedésnek teret add kdzeg homogén, surlodasmentes, kontinuum (homogén: anyagjellemzék
fuggetlenek a helytdl, surlddasmentes: egymassal parhuzamos folyadékrétegek egymashoz képest ellenallas
mentesen mozgathatdok, kontinuum: a kdzeg anyagi megosziasa folytonos és nem atomi illetve molekularis
szerkezet().

- A hangterjedés sorén a kdzegben létrejovd elemi termodinamikai allapotvaltozasok hokicserélédés mentes
(adiabatikus), illetve veszteség (disszipacid) nélkiil, azaz izentropikus (p/pr=all.) médon jonnek létre.

- A hangterjedés nyugvé kdzegben jon létre (vo= 0 m/s)

- A részecskesebesség kivételével az dsszes hangéri valtozora igaz, hogy az idében ingadozé és az egyensulyi
érték hanyadosa joval kisebb, mint egy,

p'/po <1 T' /Ty < 1 p'/po K1

A homogén linearis akusztikai hullamegyenlet

A hang térben és id6ben kiterjedd fizikai jelenség, ezért a hangterek altalanos modellezésénél a hangteret leir6
valtozok (p’, v/, T' és p’) hely- és id6fuggését kell meghatarozni. A hely- és id6figgé matematikai
kapcsolatrendszert a hullamakusztikai modell, a hullamegyenlet és megoldasa, a hullamfiggvény irja le. A hely-
és idéflggvények meghatarozadsahoz a hangjelenségre vonatkozo hely- és id6fiiggé differencialegyenleteket
kell megoldani.

Kontinuitas egyenlet altalanos 3 dimenzios alakja,

abp . _
Fr + dlv(pg) =0

A hangtéri valtozok felbontasaval, nyugvé kdzegben (vo= 0 m/s),

A slirliség egyensulyi értéke id6ben allando, igy a derivaltja nulla,

o'
E+dlv(pog+pg)=0

Tovabba a zarojelen belul a masodrendben kicsi, masodik tag elhanyagolasaval, és a szorzat divergenciajanak
felbontasaval,

!

5]
6_/; + v'grad(p,) + podiv(y') = 0
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Homogén kdzegben az egyensulyi siirliség a hely fliggvényében allandd, igy a bal oldalon a masodik tag nulla.
A maradék a linearis akusztikai kontinuitas egyenlet,

ap’ .
T podiv(v') =0

Az egyenlet linearis, mert a benne szerepld ismeretlen hangtéri valtozok (illetve azok derivaltjai) linearis
kifejezések, akusztikai, mert az alkalmazott elhanyagolasok hangterekben teljesiilnek és kontinuitas egyenlet,
mert a kiinduld egyenlet a tomegmegmaradas elvét fejezi ki.

A surlodasmentes folyadék mozgasegyenlet, az Euler-egyenlet haromdimenzids, sebességi derivalt-tenzoros
alakja,

v
—=+

1
; g-—;gradp+g

IS

A hangtéri valtozdk felbontasaval nyugvé kdzegben (vo= 0 m/s) a mozgasegyenlet,

1
Tt T = gradpe+p) +g

A gépészmérnoki gyakorlatban eléforduld hangjelenségeknél a hulldmhossz nagy, igy a hangtéri valtozok (jelen
esetben részecskesebesség) hosszegységre jutd megvaltozasa kicsi, ezért a bal oldalon a masodik tag
masodrendben kicsi, jo kozelitéssel elhanyagolhato. Tovabba a p’ kicsi értéke miatt legyen potp’= po, igy a jobb
oldalon az 6sszeg derivalasaval,

1 1
——grad(p,) + g, ——grad(p)
Po Po

Az egyenlet jobb oldalan az els6 két tag az egyensulyi nyomashbol szarmazé eré és a kilsé eredd erbtér
tomegegységre vonatkozo6 értékei (a hidrostatika egyenlet bal oldala), el6jeles dsszeguk nulla. A kilsé erétér
kiesése fizikai megkdzelitésben azt jelenti, hogy a levegérészecskék a levegében lebegnek, hangtani
szempontbdl a statikus erbtér jelenléte nem befolyasolja a hangterjedést (pl.: gravitaciés erétérben a hang
fuggblegesen lefelé, felfelé és vizszintesen egyarant ugyanugy terjed). A megmaradt tagok kapcsolata a linearis
akusztikai mozgasegyenlet,

1
= = ——grad(®)
Po g

A kontinuitas- és mozgasegyenletekben harom flggetlen hangtéri valtozo (p’, v’ és p’) szerepel, a megoldashoz
kell egy harmadik fliggetlen egyenlet. Ebben a hely- és idéfliggd energiaegyenlet felirasa érdemben nem segit,
mert benne egy Ujabb ismertlen (T’) szerepel. A megoldas érdekében a harmadik fliggetlen egyenletet a korabbi
algebrai modellbdl vessziik (a szamunkra jelenleg fontos hely- és idéfiiggést a lineéris akusztikai kontinuitas- és
mozgasegyenletek mar tartalmazzak),

!
P = a? = kRT,

7 =

Az el6zd egyenletben a bal oldal a kontinuitas €s mozgasegyenletek 0sszevonasabdl szarmazik, de az, hogy a
hangsebesség négyzete allandd, az energiaegyenlet és a gaz allapotegyenlet alapjan derilt ki. A valtozok
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szamanak csokkentése (a részecskesebesség kiejtese) érdekében derivaljuk a kontinuitas egyenletet az id6
szerint, illetve vegyik a mozgasegyenlet divergenciajat,

a%pr 2 . ’ . . (ovr 1 . , 1 ’
5z T Po adw(g) =0 , illetve div (E) = —Edw grad(p') = _EAP
Ahol a Laplace operator,
02 0> 02

A= V2=

a2 T oyr T oz

A vegyes masodrendl derivaltak egyenl6ségét figyelembe véve, a mozgéasegyenlet divergencidjanak jobb
oldalat az id6 szerinti derivalt kontinuitas egyenlet bal oldalan a masodik tagba helyettesitve,

0%p’
—  _Ap =
ot? p=0

A hangsebesség négyzet kifejezésbdl szarmazo, p'=p'/a? felhasznalasaval, a homogén linearis akusztikai
hullamegyenlet,

Megjegyzések:

- A homogén linearis akusztikai hullamegyenlet egy mésodrend, hiperbolikus tipusu parcialis
differencialegyenlet, a hangterjedés és a hangterek leirasara szolgald alapegyenlet. Jelentdségét a belble
levonhat6 fizikai kovetkeztetések, az egyszeri esetekre vonatkozd analitikus megoldésai és a bonyolult
esetekre vonatkozd numerikus szimuléaciés megoldasai adjak.

- A hulldamegyenletet mas fizikai jelenségre (hdrokban terjedd mechanikai zavarasterjedés leirasara), de
lényegét tekintve hasonl6 hullamterjedésre, elészor d'Alembert vezette le, ezért a szakirodalom szdmos helyen
a d'Alembert-egyenlet néven emliti.

- Attdl fliggden, hogy a levezetés soran mely valtozokat ejtjlik ki, vagy a linearis algebrai kapcsolatrendszerrel
p’-t melyik valtozora cseréljlk ki, a tobbi hangtéri valtozéra (v', T’ és p’) is az el6z6 hulldm-egyenlettel megegyezé
alaku egyenlet vezethet6 le. Ez a formalisnak tliné matematikai tény fizikailag azt jelenti, hogy a hangterjedés
soran a hangtéri jellemzdk térben és idében egyszerre (szimultan) valtoznak.

- Kulénbozd kdézegekben a hangsebesség nagysagrendje altaldban 102...104 kozotti értékek, igy a hulldm-
egyenlet atrendezésével belathatd, hogy hangterekben a hely szerinti valtozékonysag sokkal kisebb, mint az
id6 szerinti.

- A fizika mas teriletein, mas jelenségekkel (hurok, membranok mozgésa, szabadfelszini kdzegmozgas,
fénytan, elektromagnesesség, ...) kapcsolatban, természetesen més fizikai valtozéra, de ugyanilyen alaku
differencialegyenlet vezethetd le. Ezek a jelenségek mindegyike rendelkezik hulldmtermészettel. Ezért az
elézOrészben levezett, illetve a vele megegyez0 alaku egyenleteket hullamegyenletnek nevezziik.

- A homogén akusztikai hullamegyenlet az egyszer(sitd feltételek kdvetkeztében a hangtér leirasara alkalmas.
Figyelembe véve a hang hullamtermészetét, ez 6nmagaban is nagy feladat. A levezetés soran néhany
egyszerisité feltétel (pl.: surlddasmentes, hészigeteld kozeg) elhagyasaval olyan egyenlet vezethetd le, amely
bal oldala a homogén hullamegyenlet bal oldalaval megegyezik, de a jobb oldala nem nulla. Ezt az egyenletet
inhomogén hullamegyenletnek nevezzilk, segitségével a hangkeltés és a hangcsillapodas is leirhatova valik.

- A homogén akusztikai hullamegyenletnek altalanos és részmegoldasai vannak. Konkrét esetre vonatkozdan a
megoldashoz egy kezdeti és két peremfeltételre is sziikség van.
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A homogén, linearis, akusztikai hullamegyenlet megoldasai

Mérndki szempontbol egy egyenlet annyit ér, amennyire megoldhatd. Ezért kiemelt figyelmet szentellink a
hullamegyenlet kilonboz6 megoldasaira. A hullamegyenlet megoldasat hullamfuggvénynek nevezzik. A
homogén hullamegyenlet altalanos megoldasa mellett fontos részmegoldasai léteznek, illetve kilonbséget
tesziink szabad- és hatarolt terekre vonatkozé megoldasok kozott.

Hullamegyenlet altalanos megoldasa

Végtelen kiterjedés(, homogén, folytonos kdzegben a hullamegyenlet altalanos megoldasa a hullamfliggvény,
amely szabad térben a tetszéleges n iranyban haladé sikhullamokat irja le,

0 -5 ra(e D

Megjegyzések:
- A megoldas két tetszbleges fiiggvény (f és g) Gsszege, amelyek argumentumaban, szokatlan médon, a
fuggetlen valtozok (t és r) felsorolasa helyett, azok egyszer( figgvény kapcsolata talélhato.

- Az f és g kétszer folytonosan differenciélhato, alapveten tetszbleges fuggvények, vagyis a mechanikai
zavaras alakjara a hullamegyenlet nem tesz megkotést. Ennek az elsére meghdkkentd ténynek a fizikai tartalma
az, hogy tetszileges gerjesztés képes hulldmot létesiteni. Ezt a hangok sokféleségére vonatkozd gyakorlati
megfigyelés is alatdmasztja.

- A hullamfliggvény argumentuma is fontos tartalmat rejt. Ennek megértéséhez vegy(k a hullamegyenlet és az
altalanos megoldas 1D alakjét.

E LT T pen=f(c=5)+a(t+3)

a? 9t? dx?
Elsé lépésben vizsgaljuk a ,f fliggvény 6sszetevét, a megértést segiti a kovetkezd abra.

p' a

X X5 x

Pozitiv x irdnyban mozg6 hulldm hangnyomas megoszlasa a hely fliggvényben t1 és t, pillanatban

Valasszuk ki a hullamfront t1 idépontban x1 helyen tartézkodd csillaggal jelzett pontjat. Ebben a pontban a
hangnyomas értéke p™*. A hullamfront csillaggal jelzett pontja valamivel késébb, t> idépontban, a hang
hullamtermészetének kdszonhetén balrdl jobbra, az x2 pontba mozdul el. Sikhullam hangterjedés esetén a
hangsugarak nem tartanak szét (nem divergalnak) és nem tartanak 6ssze (nem fékuszalédnak). Tovabba a
kiinduld egyszer(sito feltételeknek koszonhetden a hangterjedés soran nem Iép fel veszteség (nincs csillapitas),
és nem keletkezik hang (nincs hangforras), igy a hullamfront csillaggal jelzett pontjaban az Uj t2 idépontban és
X2 helyen a hangnyomas értéke ugyanakkora, mint a kiindulasnél volt. Visszatérve a megoldasfliggvényhez,

p""(x1,t)) =p' (x,,t,)  esetiinkben az ,f” sszetevét vizsgalva, f (t1 — %) =f (t2 — —)

a
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Tetszbleges ,f" fuggvény esetén az egyenléség akkor all fenn, ha ,f’-be ugyanazt a szamot helyettesitjik be,

t,—2=¢, 22 atrendezést kovetden, a=2"1
177 27, ta—t

A bemutatott levezetéssel megerdsitést kaptunk arra a korabbi ismeretlinkre, amely szerint az argumentumban
szereplé ,a” valtozd a hullamfront egy kiszemelt pontja altal megtett tavolsag, xo-x1 és az ekdzben eltelt idd to-t1
hanyadosa, a hangsebesség. Az argumentum, sajatos matematikai nyelvén, a hullam haladé jellegét fejezi ki.
Hasonlé gondolatmenettel megallapithatd, a megoldas fliggvény masik, ,g” 0sszetevéje a minusz x iranyban
haladd hullamokat irja le.

- Osszefoglalva, a hullamegyenlet altalanos megoldasa a szabadon terjed sikhullamokat irja le. Két fontos
fizikai jelentése, hogy tetszbleges mechanikai zavaras terjedni fog és a terjedési sebesség nagysaga ,a”.

Harmonikus hullamok:

Harmonikus gerjesztés hatadsara harmonikus hulldm keletkezik. A harmonikus hullam (mas néven
monokromatikus hulldm vagy tiszta hang) szinusz illetve koszinusz fiiggvénnyel irhaté le. A hullamegyenlet
megoldasai kozll a harmonikus hullamok kiemelt jelentésége egyrészt avval magyarazhatd, hogy a harmonikus
hullamot leird szinusz és koszinusz fliggvények a harmonikus (spektralis) elemzés alapelemei, masrészt a
véges méreti, rugalmas anyagok (pl.: Iégoszlop csében, két pont kdzétt kifeszitett hur, harang) szabad rezgései
harmonikus rezgések, vagy azok 0sszetétele, igy az altaluk Iétrehozott hang harmonikus hullam, vagy azok
osszetétele lesz.

A harmonikus mozgasok leirasara alkalmas szinusz és koszinusz fliggvény argumentuma szog mértékegység
(radian), igy az altalanos megoldasban talalhato idé mértékegységli argumentumrél szég mértékegységire kell
attérni, amellyel bevezetjik a hullam allapotéra jellemzd fazisszog fogalmat,

X w
a)(t——)za)t——xzcut—kx
a a

A megoldasflggvény f és g tetszélegesen bovithetd, igy az argumentum megszorzasa a szogsebesség (w)
értékével megengedett (az Gsszefligés jobb oldalan k a hullamszam). A harmonikus rezgémozgasokhoz
hasonléan a harmonikus hullamoknal is adott idépontban és helyen a hangtéri valtozd értéke egy
szogsebességgel forgd amplitidd vektor x valos tengelyre leképzett vetileti értékével egyenld. A rezgések
esetében a forgd amplitiidd vektor szdghelyzete (fazisszoge) csak az idétdl fligg, a hullamok esetében azonban
a forgdvektor fazisszogét az id6 és hely koordinata egyutt hatarozza meg. A fazisszdg utolso kifejezése alapjan
jol 1athatd, hogy tetszbleges idopontban a kezddponthoz képest x tavolségban 1év6 pontban kx értékkel kell
csokkenteni (retardalni) a fazisszoget a hangtéri valtoz6 meghatarozasahoz. Ezek figyelembe vételével, a
pozitiv x tengely irdnyaban haladd, p amplitidéju, w szégsebességl harmonikus hanghullam hullamfliggvénye
a hangnyomas valtozora,

p'(x,t) =p - cos(wt — kx + ¢,)

Ahol:
Jel Mértékegység  Név Jelentés
p'(x.t) [Pa] hangnyomas hangtérben az egyensulyi értékhez képest kialakuld nyomaskilénbség
p [Pa] hangnyomas amplitudé  az egyensulyi értékhez képest a legnagyobb eltérés nagysaga
wi-kx+@o  [rad] fazisszOg forgd amplittdévektor pozicidja
w=2n/T [rad/s] szdgsebesség, a hulldm altal id6egység alatt megtett fazisszdg
szdgfrekvencia
T [s] periddus idd x= all. helyen a hullam két szomszédos, azonos fazis allapota kdzott eltelt
id6 (pl. két szomszédos pozitiv maximum kdzotti id6)
=1T [Hz] frekvencia id6egység alatti periodusok szama
k=2m/\ [rad/m] hullamszam a hullam altal hosszusag egységen befutott fazisszog
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A [m] hulldmhossz t= all. idépontban a hulldm két szomszédos, azonos fazis allapota kdzott
mérhetd tavolsag (pl. két szomszédos pozitiv maximum kdzotti tavolsag)
Qo [rad] kezdéfazis t= Osec id6ben és x= 0m helyen a hullam tetsz6leges fazisat beallité szog

Harmonikus hullamoknal az azonos zavarasi allapotban lévé folyadékrészeket tartalmazo feliiletet a forgovektor
azonos fazisszoge miatt fazisfellletnek hivjuk. Legyen a kezd6fazis @o= 0 rad, és emeljuk ki a harmonikus
hullamfuggvény argumentumabdl a szogsebességet,

= N _x —e_mr_2
wt kx_w(t w/k)_w(t af)’ af_k_ZH/A_T

Ahol a7’ a harmonikus hullam fazissebessége, adott fazishoz tartozé zavarési allapot terjedési sebessége.

Harmonikus hullamok komplex exponencialis irasmédja: A harmonikus hulldmokkal kapcsolatos
levezetések soran az exponenciélis leirds szamos esetben elénydsebb, mint a trigonometrikus (pl. derivalas,
integralas esetén). A komplex hangnyomas felirdasahoz a hullamfliggvényt kiegészitjiik egy képzetes taggal, a
trigonometrikus alakot exponencialisra atirva, a helytdl és id6tél fliggd és nem fliggd tagokat szétvalasztva a
komplex hangnyomas (p’(x,t)),

p'(x,t) =P - cos(wt —kx + @y) +i-p-sin(wt — kx + @) = p - e @7kx+90) =
=p - el . gl@t=kx) — 5. pi(@t=kX) gho| 3 komplex hangnyomas amplitids, p = p - ei®o

A komplex hangnyomas amplitido a legnagyobb kitérés mellett a kezddfazist is tartalmazza. Valos fizikai
jelentése azonban csak a komplex hangnyomas valés részének van. igy a levezetések végén, a formalis
matematikai elényok kihasznalasat kdvetben, a tényleges hangtéri jellemzd meghatérozasa érdekében a
komplex mennyiség valos részét kell venni,

p'(x,t) = Re(p'(x,1))

1.2. Gyakorlo feladatok

Gy.1. Az aramlastan alapegyenleteibdl kiindulva vezesse le a hangnyoméasra vonatkozé6 homogén akusztikai
hullamegyenlet 3D alakjat! A levezetés minden |épését irja le, az egyszerisitd feltételeket, illetve az
elhanyagolasokat indokolja! Adja meg az egyenlet alkalmazasait és irja fel a kapott egyenlet tetszéleges n
iranyban halado sikhullamokat leird altalanos megoldasat!

Gy.2. Hosszu csében egy membran =225 Hz frekvenciaju, dugattyuszer(i harmonikus rezgé mozgast végez. A
membrén legnagyobb sebessége (vmax) 0,006m/s. A kezdeti pillanatban a membran kozép-helyzetben van és
maximalis sebességgel a ¢sd jobb oldali része felé mozog. Hatarozza meg a levegével kitdltott csé belsejében
a membrantdl jobbra, 226m tavolsagban, a kezdd pillanathoz képest 145sec-al késébb kialakuld
részecskesebesség értékét! A levegd hémérséklet (t) 250°C, adiabatikus kitevd (k) 1,4.

a = \[kRT, = \/1,4- 287 - (273 + 250) ~ 458,4 m/s

w=2nf =2-1m-225 = 1413,7 rad/sec

k=w/a =~ 1413,7/458,4 ~ 3,1 rad/m

@o=0rad

v'(x,t) =V cos(wt — kx + ¢y) = 0,006 cos(1413,7 - 145 — 3,1- 226 + 0) = 0,0046 m/s
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