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2.1. A homogén hullamegyenlet megoldasa hatarolt térben

A hullamegyenlet altalanos megoldasa és harmonikus részmegoldasa szabadtéri hangterjedést ir le, amely
esetén az egyenes vonalu hangterjedést semmi sem akadalyozza, visszaverédések nem alakulnak ki. Ez a
feltétel szamos akusztikai feladat (pl.. egy épllet tetdé szintjén, szabad térben m(kodd ventilator altal a
szomszédos éplilet homlokzata el6tt okozott zajterhelés meghatarozasa) megoldasanal jol alkalmazhat6. A
hangtani feladatok masik része terjedést akadalyozo falakkal hatérolt, zart térre vonatkozik. A hangtér
lehatarolasa a hangforras altal létrehozott hangtér jellemzéit jelentdsen megvaltoztatjak a szabadtéri esethez
képest (a kdzvetlen besugarzas mellett a visszaverédéseket is figyelembe kell venni). Hatarolt térben a
hullamakusztikai modell tovabbi mas fontos jelenségekre hivja fel a figyelminket, ezért a jelenséget érdemes
részletesen megvizsgalni. A korabbiakhoz hasonloan a hullamegyenlet hatarolt térre vonatkoz6 megoldasat elsé
lépésben vizsgaljuk egydimenzios esetre. Ehhez az x tengely mentén x= 0 m és x= L m tavolsagokban a
tengelyre merélegesen helyezziink el két nagy tdmegu, merev (eré hatasara nem deformélédd), a hang szdmara
atjarhatatlan, 1égtdmaér (nem porozus, nincsenek rajta lyukak) falat (Id.: kdvetkezé abra).

Hangteret hatarolé merev,
nagy tdmeg( falak

v'(0, t)=0m/s V(L, t)=0m/s

Hangtér lehatarolasa hangterjedést akadalyozé merev, nagy tomeg(, 1égtomar falakkal

Az aramlastan tapadas torvénye (szilard test felillet és a vele szomszédos folyadékréteg kozott a relativ
sebesség nulla) alapjéan, ha a hatarol6 falak tartés nyugalomban vannak, a vellik szomszédos folyadékréteg
sebessége is nulla, peremfeltételek a részecskesebességre x= 0 m és x= L m helyeken,

VO0,)=0m/s  és V(L t)=0m/s

A falak jelenléte a hang aramlasi természetét, és az ehhez kapcsolddd matematikai modellt nem befolyésolja.
A kontinuitas-tétel, mozgas-torvény, energia-mérleg és az idealis gaztorvény hatarolt térben is teljestinek, igy
a matematikai modell megalkotasanal a hullam-egyenletbl indulunk ki. A peremfeltételeket a
részecskesebességre tudjuk konnyen megadni, ezért a hatérolt téri megoldas meghatarozasahoz a
részecskesebességre vonatkozo hullamegyenlet,

1 0%V 0%
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Az egyenlet altalanos megoldésa,
v'(x,t) = f(at —x) + g(at + x)

Vizsgaljuk meg, hogy a peremfeltételek az altalanos megoldast hogyan valtoztatjgk meg! Az altalanos
megoldasba x= 0 m-nél behelyettesitve,

v'(0,t) =0 = f(at — 0) + g(at + 0), atrendezve, f(at) = —g(at)
A f" fuggvény Osszetevd helyére irjuk be ,- g” -t és helyettesitsiink be az x= L m-nél,
v'(L,t)=0=f(at—L)+g(at+L)=—glat—L) + g(at + L)

A ,g" fliggvényt (-L) értékkel eltolva és atrendezést kovetéen megallapithato, hogy a ,g” fiiggvény 2L szerint
periodikus,

g(at) = g(at + 2L)

Osszegezve, a peremfeltételek az altalanos megoldast korlatozzak, tetszoleges jellegiik helyett, az ,f és ,g”
osszetevok egymassal megegyeznek, de ellentétes elbjelliek, és 2L szerint periodikusak. A periodikus ,g”
fuggvény Fourier-sora,

g [ 2nn . 2mn
+x)=— E ~(at+ ~(at+
g(at £+ x) > + 1 Q,COS oL (at + x) + Bpsin oL (at + x)
n=

A Fourier-sor egyes n értékekhez tartozo osszetevok fizikai értelemben harmonikus hullam 6sszetevok, igy a
hossz mentén adddd 2L szerinti periédus valdjaban a hullamhossz (A). Igy a 2m/2L hanyados a hullamszam
(k=211/A), a koszinusz és szinusz fliggvények argumentumaban a zardjeles tag egyitthatoja,

2% = 2771” =k-n=k, , aholn=1,2,3, ... (természetes szamok)

A hullamegyenlet hatarolt térben érvényes megoldasanak meghatarozasa érdekében helyettesitsik be a
Fourier sor megfeleld el6jelli tagjait, és alkalmazzuk az Uj jeldlést,

v'(x,t) =f(at—x)+ glat+x) = —g(at —x) + glat + x) =

D Z [, cosk(at — x) + Bysink,(at — x)] +

S
Il
=

a
+22 4 [agcosky(at + ) + fysinkn(at + 2]

n=1

Az ellentett eljele miatt az ao/2 egyensulyi tag kiesik, amely fizikai jelentése az, hogy a hatarol6 falak jelenléte
miatt a hangtéri jellemzOk egyensulyi értéke (pl.: egyensulyi nyomas) nem valtozik meg. A sor 6sszegek
0sszevonasaval, és az egyutthatok kiemelését kovetben,

= Z [an(coskn(at + x) — cosk, (at — x)) + ,Bn(sinkn(at + x) — sink, (at — x))]

n=1
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A sz0g Osszeg és kulonbség szinuszanak és koszinuszanak felbontaréra vonatkoz6 azonossagok
felnasznélasaval,

oo

v'(x,t) = Z [—2a,sink,at sink,x + 2, cosk,at sink,x]

n=1

A kna szorzat az n-ik harmonikus dsszetevd szogfrekvencidja (wn), tovabba a helytdl fliggd szinuszos tag
kiemelésével, a homogén akusztikai hullamegyenlet egydimenzids hatarolt téri megoldasa,

o)

v'(x,t) = Z[sinknx(—Zansina)nt + 2Bpcoswyt)]
n=1
Ahol: kn=2n, ilet = kpa ==
ol: n=n, etve  w, =kya=7-na

Megjegyzések:

- A hullamegyenlet altalanos és hatarolt téri megoldasa kozott a legfontosabb kilonbség, hogy a hullamot leird
fuggvény argumentumaban a hely- és idévaltozd az altalanos megoldasban egyiitt, a hatarolt téri megoldasban
kulon-kilon szétvalasztva (szeparalva) szerepelnek. A (t+x/a) argumentum a hullam haladé jellegére utal. A
hatarolt téri megoldasban az x és t valtozok szeparalddasa a hullam halado jellegének megsziinését jelzi. A két
fal jelenléte a hang szabad terjedését ténylegesen, fizikailag korlatozza, és ezt a tényt a matematika a sajatos
nyelvén (a valtozok szeparalodasaval) fejezi ki.

- Vegylik a részecskesebességre megoldasként kapott sor dsszeg n-ik elemét, legyen —2a,, = ¥, illetve Bn
legyen 0,

v, (x, t) = D sinw,t sink,x

A részecskesebesség a két fal kozott minden pontban, ahol kix= 0, m, 2m, 31, ... (természetesen az x= 0 és
x= L helyen is) az id6tdl fuggetlendl 0 m/s, ezek a hullam csomépontjai. T/2 radiannal eltolva, ahol kex= 11/2,
3n/2, 5m/2, ...a hullam amplitidoja maximalis értéket vesz fel, ezek a hullam duzzad6 helyei. Tovabbi Iényeges
kulonbség, hogy két csomopont kozotti szakaszon minden folyadékrész azonos fazisban mozog, vagyis
egyszerre mozognak jobbra illetve balra, csak az amplitiddjuk tér el egymastol. A haladd hullam a két fal
jelenlétében folytonos, rugalmas kdzeg lengéssé alakult, amelyet csomépontok és duzzaddhelyek periodikus
rendszere jellemez (Id.: kovetkez6 &bra).

Csomdpontok

0 t L
Duzzad6 helyek b=totT/2 B

A részecskesebesség megoszlas két fal kdzott kialakuld hullamtérben
kllénbdzo (to, 14, ...) idépontokban (4 iddpont to —hoz képest fél periddusidbvel késébb)
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- Az a, és Bn (Fourier) egydtthatok a V', részecskesebesség kezdd pillanatban (t= 0) érvényes eloszlasabdl, a
kezdetiérték feltételbdl hatarozhatdk meg.

- Matematikai szaknyelven a w1, wz, ws, ..., illetve a ki, ko, ks, ..., konstansok a feladat sajatértékei. Az w1 a
rendszer alapharmonikusa (vagy alap szogfrekvenciéja), a tobbi w2, ws, ... étékek a felharmonikusok. Az w és
k értékek egy konkrét akusztikai elrendezés (falak kozotti tavolsag, hangsebesség, ...) esetére vonatkoznak. A
sajatértékeket visszahelyettesitve a hatarolt téri megoldasfliggvényekbe a sajatfliggvényeket kapjuk,

v, (x,t) = sink,x(—2a;sinw,t + 2B, cosw,t)
v, (x, t) = sink,x(—2a,sinw,t + 2B,co0sw,t)

v'3(x,0) = -

amelyek a hullamegyenletet és a csatlakozd peremfeltételeket egyarant kielégitik.

- Nagyon fontos belatni, hogy a sajatfuggvények csak a rendszerben 1év0 lehetbségek. Az, hogy a hangtérben
mi szélal meg, alapvetéen a gerjesztéstél figg. Ha valaki vastag falakkal hatarolt térben elkezd beszélni, a
hangtérben alapvetéen a megszolald személy hangja lesz hallhato. A sajatfliggvényeket a hangtérben ugy lehet
elécsalogatni, hogy egy impulzusos (rdvid ideig tartd) hangkeltéssel (pl.: taps) kezd6 zavarési allapotot (kezdeti
feltételt) hozunk létre, amely hatadsara a hangtérben a részecskék mozgasba kezdenek. A kezdé Iokés utan
magara hagyott rendszer ezt kovetéen sajatrezgéseket végez, mint a megfeszitett, majd elengedett tdmeg-rugd
egyszabadsagfoku rezglrendszer, vagy a megpenditett gitarhar. (Amig az egyszabadsagfoku rezgérendszer
egy sajatfrekvencian végez rezgést, a két fal kdzé zart légoszlop és a két pont kozott kifeszitett hur, mint a
folytonos kdzeg egy véges darabja, tetszéleges szamu, diszkrét frekvencian képes rezegni.) A sajatfliggvény
szoros Osszefuggésben az el6z6 magyarazattal innen is szarmaztathatd, hiszen a kezdeti, impulzusos
gerjesztés utan magara hagyott rendszer sajat mozgasat (-rezgését) irja le. Alkalmas kezdeti hangkeltés
hatésara létrejott egyszeri hullamtér elsé harom 0Osszetevd (alap frekvencia és a szomszédos két
felharmonikus), illetve az eredd mozgas részecskesebesség megoszlasat mutatja a hely figgvényében egy
adott pillanatban a kovetekezé abra.

Az eredb6 mozgas

n=3 " B T n=2

x=0m x=Lm

Egyszer(i hangtérben az alap és az els6 két felnarmonikus, illetve az eredd hulldm részecskesebesség
megoszlasa a hely fuggvényében rogzitett pillanatban

- Hatarolt térben a hulldmegyenlet megoldasat a peremfeltételek miatt a részecskesebesség valtozora
hataroztuk meg. Méréstechnikai szempontbol a hangnyomas ismerete is fontos lehet. A hangnyomas fliggvény
meghatarozéasa érdekében legyen az el6z6 részben levezetett sebességteret leird hullamfiiggvény n=1 (alap
frekvencia) esetre, az 1-es indexeket az egyszer(sités érdekében elhagyjuk,

v'(x,t) = U sinwt sinkx

A hangnyomas és a részecskesebesség kozott a linearis akusztikai mozgasegyenlet teremt kapcsolatot. A
mozgasegyenletbdl a hangnyomast kifejezve, v'-t behelyettesitve a hangnyomas fliggvény,
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av’ d W
p'(x,t) = —po.f 5% dx = —p, f a(ﬁ sinwt sinkx)dx = p, Ef?\ coswt coskx =

= poad sin (a)t + %) sin (kx + %) = p sin (a)t + %) sin (kx + %)
A hangnyomas fuggvényben a hangnyomas amplituidé az algebrai kapcsolatrendszerben mar levezetett
mozgasegyenlettel megegyez6 (a magasabb szintl, hely- és id6figgé matematikai modell az algebrai leirast
magaban foglalja). A hely- és az id6fliggés flggvény alakja, illetve x és t egyutthatdi (w és k) a
részecskesebességre és a hangnyomasra ugyanazok (a hangtéri valtozok szimultén valtoznak). A hangnyomas
hullamfliggvényre ad6do6 koszinuszokat szinuszokra atirva konnyen belathatd, hogy a részecskesebesség és a
hangnyomas kozott a hely- és id6fliggésben egyarant m/2 fazisszog (negyed periddus) kilonbség adodik.
(Szabadon terjedé sikhullamoknal a részecskesebesség és a hangnyomas kdz6tt nincs faziskilonbség.)

- A két fal k6zé zart véges hosszu légoszlop rezgését, a falak kozé helyezett, két végén a falakhoz mereven
hozzaerdsitett spiralrugd tengelyirdnyu rezgésével szemléltethetjik. A spirdlrugét kozépso részénél tengely
iranyban balra elhtzva, majd hirtelen elengedve az alapharmonikus mozgas négy jellegzetes szakaszra
bonthatd. Az elsé szakaszban a rugd kozepe maximélis sebességgel jobbra halad, ekkor a rugd
fesziltségmentes. Negyed periddussal késébb a jobb oldalra tomorddott rugd mozgasa egy pillanatra megall,
jobb szélen maximalis nyomo, bal szélen maximalis hizéerd keletkezik. Ujabb negyeddel késébb a rugé ismét
fesziltségmentes és a kozepe maximalis sebességgel balra tart. Az utols6 negyedben a bal oldalra tomorodott
rugd mozgasa egy pillanatra ismét megall, mikozben jobb szélen maximalis huzé-, bal szélen pedig nyoméberd
lép fel. Hasonlé mozgast végez a két oldalan falakkal hatarolt Iégosziop is (a hangtérben az eré a
hangnyomasnak, a sebesség a részecskesebesség valtozonak felel meg).

- Felmertl a kérdés, mi a jelent6sége a mérndki gyakorlatban a hullamegyenlet hatarolt téri megoldasanak, a
sajatfliggvényeknek és sajatrezgéseknek. Folyadékot szamos alkalommal csGvezetékben szallitunk. A
csbvezetékben tartdzkodd folyadék Ugy tekinthetd, mint a rugalmas, folytonos kdzeg véges hosszu darabja,
amely adott frekvenciakon sajatrezgések végzésére képes. Ha a csében a mozgast térfogatkiszoritas elvii
aramlastechnikai gép hozza létre, a periodikus miikddés miatt a szallitott kozeget adott frekvencian gerjesztés
éri. Ha a gerjesztési frekvencia megegyezik a sajatfrekvenciak valamelyikével, rezonancia alakul ki. A
rezonancia soran kialakulé nagy amplituddju mozgas jelentés mechanikai terhelést okoz a rendszerben, amely
rendellenes miikddést, végsd esetben meghibdsodast okozhat. Fontos megjegyezni, hogy a levezetés soran
kis amplitidoju hullamokat feltételeztiink. Rezonancia soran az amplitidé nagysaga jelentésen névekedhet,
amely miatt a linearis modell pontossaga rosszabb lesz. A csévezetékek dinamikus viselkedésének ismerete
alapveté gépész szaktudas, a hulldmegyenlet hatarolt téri megoldésa ehhez nyujt bevezet6 ismereteket. A
rezonancia az akusztikaban fontos jelenség, ezért a késébbiekben még részletesen foglalkozunk vele.

- A véges méretd, folytonos rugalmas kdzegben az alaktol és a gerjesztés jellegétdl fliggéen 2 és 3 dimenzios
lengések is kialakulhatnak. A teremakusztika egy alapvetd problémaja a helyiségekben kialakuld teremhangok
(léghang sajatfrekvenciak) miatti kiemelések és gyengitések hatdsanak csokkentése. De tobbdimenzios
kontinuum rezgések nem csak folyadékokban, hanem szilard rugalmas anyagban, példaul egy harang fém
képenyében, vagy egy fogaskerékben is kialakulhatnak.

2.2. Gyakorl6 feladatok

Gy.1. Szémitsa ki egy 4,5m hosszusagu, egyik végén zart, masik végén nyitott csében a levegd oszlop elsd és
harmadik akusztikai sajatfrekvenciajat! A leveg6 hémérséklet (t) 25°C.

Megoldas:

a = \/kRT, = \/1,4-287 - (273 + 25) ~ 346 m/s

A kialakul6 jelenség a korabban ismertetett hatarolt térben érvényes hullamegyenlet megoldas alapjén, a
peremfeltételeket kielégitd harmonikus kontinuum rezgés. A harmonikus rezgéseket szinusz és koszinusz
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fuggvények irjak le. A peremfeltételek fizikai szemlélet alapjan a részecskesebességre konnyen megadhatok.
Zart csOvégeken a részecskesebesség nulla. Ha a cs6 zart vége nyugalomban van, az aramlastan tapadas
torvénye értelmében a vele éppen szomszédos folyadékréteg is all. A nyitott csévégeken a mozgast semmi sem
akadalyozza, a részecskesebesség maximélis. Adott csészakaszhoz a sajatrezgés hulldmhossza akkor
megfeleld, ha zart csévégre a szinusz nulla értéke, nyitott csévégre a szinusz maximuma (eléjeltél fliggetlendl)
esik. Esetlinkben a megoldas grafikus szarmaztatasahoz belathatd, a sajatrezgések részecskesebesseg
megoszlasa a csb zart végén nulla, a nyitott végén rendre a szinusz fliggvény legnagyobb abszolut értéki
helyével esik egybe. A legkisebb frekvenciahoz tartozik a legnagyobb hulldamhossz, illetve legkevesebb szinusz
periodus, novekvd frekvenciahoz csokken a hulldmhossz, novekszik a cs6szakaszra es szinusz periddusok
szama, Id. abra.

Alap frekvencia Els6 felharmonikus frekvencia Masodik felharmonikus frekvencia

' Vs v V2 v V3

X X \/ X

4.5m 4.5m 4,5m

Zart csévég Nyitott cs6vég

Egyik végén zart, masik végén nyitott csében kialakuld kontinuum rezgések részecskesebesség megoszlasa a
hossz mentén az elsé harom sajat frekvencia esetén

Elsé sajatfrekvencia: A peremfeltételek alapjan a részecskesebesség megoszlas grafikonja a minimumtol a
szomszédos maximumig tarté negyed szinusz periodus, a hullamhossz: 4y = 4-1/1=4-45=18 m
fi=a/2, =346/18 = 19,2 Hz

Harmadik sajatfrekvencia: A peremfeltételek alapjan a részecskesebesség abra a minimumtol a masodik
maximumig tarté egy és egynegyed szinusz periédus, a hulldmhossz: : A; = 4-1/5 =4-4,5/5=3,6 m,
fs =a/l; = 346/3,6 = 96,1 Hz
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